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 Передмова 
 За навчальними планами наявна певна кількість годин для написання 
студентами денної форми навчання розрахункової роботи. Ґрунтовне вивчення 
кредитного модуля «Вища математика-3» передбачає забезпечення студентів 
необхідною начально-методичною літературою. Для кредитних модулів «Вища 
математика-1» та «Вища математика-2» наявні як методичні вказівки [7], [8], 
так і навчальні посібники [9], [10], [11]. 
 У збірник завдань для розрахункової роботи (РР) включено завдання із 
тем «Елементи теорії поля», «Теорія рядів», які відповідають робочій 
навчальній програмі відповідного кредитного модуля. В збірнику наведено 20 
різних варіантів завдань для РР, проведено розв’язування типових прикладів, 
що допомагає студентові вивчати, знайомитись із основними формулами, 
правилами, теоремами теоретичної частини матеріалу, працювати над 
виконанням індивідуальної роботи. Навчальне видання містить також додатки 
основних формул за відповідними темами.  
 Збірник завдань призначено для студентів денної форми навчання 
технічних спеціальностей. Його можна використати для домашніх контрольних 
робіт студентам заочної форми, також для підготовки до занять, заліків, 
екзаменів студентам всіх форм навчання, які вивчають подібний матеріал. 
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Частина І 
Елементи теорії поля 
 
 1. 1. Індивідуальні завдання 
Варіант 1 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду Ldlyx
L
;)( 22  – 
коло .422  yx  
2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду
2 2( 2 ) ( 2 ) , де
L
x xy dx y xy dy L    – дуга параболи 
2xy   від точки )1,1(A  
до точки ).1,1(B  
3. Обчислити масу дуги кривої xy ln  між точками з абсцисами 
3x  і 8x , якщо густина дуги в кожній її точці дорівнює квадрату абсциси 
цієї точки. 
4. За допомогою формули Гріна обчислити   ,22 dyxyydxyx
L
  де L :
2522  yx −  коло, яке пробігається проти руху годинникової стрілки. 
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами:
   
S
zyxpdSzyx .33:)(,232  
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду  2 2 ,
S
x y zdxdy
 
де 
S  зовнішня сторона нижньої половини сфери 9222  zyx . 
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,)()(3)( kzxjzyixMa

  33:)(  zyxp . 
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8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо  
,)()( kyjyxizMa

  222:)(  zyxp . 
9.  Задана функція xzzyyxMu 222)(   і точки )2,1,1(
1
M , 
)1,4,3(
2
M . Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком 
вектора 1 2;M M  2) ).(qrad 1Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля 
kxyjzyxzixyzMa

 )()2()( . У випадку потенціальності поля знайти 
його потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
kzjxyixMa
 222)(   в точці )2,1,0(
0
M . 
 
Варіант 2 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду 
L
yx
dl
L


;
8 22
 – відрізок прямої між точками )0,0(O  і ).2,2(B  
2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду L
yx
dxydyx
L



;
3 53 5
22
 – 
дуга астроїди tytx 33 sin2,cos2   від точки )0,2(A  до точки ).2,0(B  
3. Довести, що даний вираз 
dyx
y
x
dxxy
x
y












 1ln2ln  
 є повним диференціалом функції ),( yxu  та знайти цю функцію. 
4. За допомогою формули Гріна обчислити   ,22 dyxyydxyx
L
  де L : 
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122  yx −  коло, яке пробігається проти руху годинникової стрілки. 
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами:
   .222:)(,972  zyxpdSzxy
S
 
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду 
S
dxdyz ,2  де S  
зовнішня сторона поверхні еліпсоїда .22 222  zyx  
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,4)()13()( kzjzxyixMa

  222:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо  
,)2()()( kyxjzizxMa

  623:)(  zyxp . 
9. Задана функція xyzxyxMu 6)( 23   і точки )5,3,1(
1
M , 
)2,2,4(
2
M . Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком 
вектора 1 2;M M  2) ).(qrad 1Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля 
( )a M yzi xzj xyk   . У випадку потенціальності поля знайти його потенціал 
),,( zyxu . 
11.  Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
kxzjxzyzixyMa

 )()(  в точці )3,0,2(
0
M . 
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Варіант 3 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду 
AB
L
L
yx
dl
AB


;
)(5
 –  відрізок прямої між точками )4,0(A  і  ).0,4(B  
2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду
OABLdyyxdxyx
L
 ;)()( – ламана, яка з’єднує точки ),0,2(),0,0( AO
(4, 5).B  
3. Знайти масу кривої )10(
3
,
2
, 32  tt
a
zt
a
yatx , густина якої 
змінюється за законом .
2
a
y
  
4. Обчислити роботу сили jyxixyF

)(   при переміщенні 
матеріальної точки по прямій xy   від точки (0,0) до точки (1,1). 
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами: 
   .333:)(,46  zyxpdSzyx
S
 
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду 
 
S
xdydzydxdzzdxdy ,   де S  зовнішня сторона поверхні куба, обмеженого 
площинами .1,1,1,0,0,0  zyxzyx  
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,)()()( kzyjzxixMa

  333:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо 
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,)2()()( kzyjxizyMa

  222:)(  zyxp . 
9. Задана функція 
x
z
z
y
y
x
Mu )(  і точки )1,1,1(
1
M , )4,3,2(
2
M . 
Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком вектора 1 2;M M  2) 
).(qrad
1
Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля
kzjyxixyMa

 )23(6)( 2 .У випадку потенціальності поля знайти його 
потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
,)( 222 kxjyzixyMa

  )0,2,1(
0
M . 
 
Варіант 4 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду L
yx
ydl
L


;
22
 – 
дуга кардіоїди .
2
0),cos1(2

   
2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду
Ldyyxdxyx
L
  ;)()(
22  – дуга кола tytx sin5,cos5   від точки )0,5(A  
до точки )5,0(B  (рух вважати проти руху годинникової стрілки). 
3. Знайти координати центра мас чверті однорідного кола 222 ayx  , 
яка лежить в першому квадранті. 
4. Довести, що даний вираз dyxydxyx )62()132( 2   є повним 
диференціалом функції ),( yxu  та знайти цю функцію. 
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами: 
   .2:)(,32  zyxpdSzyx
S
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6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду   
S
dxdyz ,1  де S − 
зовнішня сторона поверхні сфери .16222  zyx  
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,)2()()()( kzyxjxzizxMa

  2:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо 
,)2()2()( kyjyxizyMa

  623:)(  zyxp . 
9. Задана функція  2221ln)( zyxMu   і точки )1,1,1(
1
M , 
)8,4,5(
2
M . Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком 
вектора 1 2;M M  2) ).(qrad 1Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля
kyzjxyxiyzxMa

 )2()2()( .У випадку потенціальності поля знайти 
його потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
,)( kyzjzixzMa

  )1,0,3(
0
M . 
 
Варіант 5 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду 
Ldlzyx
L
  ;)(
222  – дуга кривої ,3,sin,cos tztytx   .20  t  
2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду L
yx
xdyydx
L



;
22
 – 
контур трикутника   ABC    з вершинами в точках )1,0(),1,1(),0,1( CBA  (рух  
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вважати проти руху годинникової стрілки). 
3. Обчислити моменти інерції відносно осей координат відрізка 
однорідної прямої 12  yx , який відтинається цими осями. 
4. Довести, що даний вираз dyxyxedxyye xyxy )2()( 2  є повним 
диференціалом функції ),( yxu  та знайти цю функцію. 
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами: 
   
S
zyxpdSzyx .222:)(,623  
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду 
 
S
xydxdyxzdxdzyzdydz ,  де S  верхня сторона площини ,4 zyx  що 
відтинається координатними площинами. 
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,)2()2()2()( kyxjzxizyMa

  222:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо 
,)6()()( kyjyxizyMa

  222:)(  zyxp . 
9. Задана функція  1
10)( 222 

zyx
Mu  і точки )2,2,1(
1
M , 
)1,0,2(
2
M . Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком 
вектора 1 2;M M  2) ).(qrad 1Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля
kxzjxyzizyMa

)(3)()(  .У випадку потенціальності поля знайти його 
потенціал ),,( zyxu . 
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11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля  
,)( kxjxyzixyMa

  )3,0,1(
0
M . 
 
Варіант 6 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду 

OAL
L
yx
dl
;
422
 – відрізок прямої між точками )0,0(O  і ).2,1(A  
2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду Lxdyydx
L
  ;  – 
дуга еліпса tytx sin4,cos6   в додатному напрямку обходу його контура. 
3. Обчислити момент інерції відносно осі OY  дуги напівкубічної 
параболи 32 xy   між точками з абсцисами 0x  і .
3
4x  
4. Обчислити роботу сили jxiyxF

 )(  при переміщенні 
матеріальної точки по контуру квадрата, який утворений прямими 
.1,1  yx  
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами:
   
S
zyxpdSzyx .33:)(,232  
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду 
 
S
zdxdydxdzydydzx ,2 22  де S  частина поверхні  параболоїда 22 yxz   
(нормальний вектор n

 утворює гострий кут з ортом k

), що відтинається 
площиною .1z  
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,)()2()( kxjxyizyMa

  422:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
13 
 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо 
,)2()()( kzjyxizyMa

  22:)(  zyxp . 
9. Задана функція zzyyxMu 3)( 22   і точки )1,2,0(
1
M , 
)0,5,12(
2
M . Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком 
вектора 1 2;M M  2) ).(qrad 1Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля 
kxzjyzixyMa

)()(2)()(  . У випадку потенціальності поля знайти 
його потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
xyzjziyzMa 
 2)(  в точці )1,1,2(
0
M . 
 
Варіант 7 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду Lydl
OBL
 ;  – дуга 
параболи xy
3
22   між точками )0,0(O  і .
3
35
,
6
35 4








B  
2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду Ldyxdxy
L
  ;
22  – 
перша арка циклоїди ),sin( ttax   ).cos1( tay   
3. Обчислити координати центра мас однорідної дуги однієї арки 
циклоїди .cos1,sin tyttx    
4. Довести, що даний вираз dyyyxdxxy )cos2()sin( 2 є повним 
диференціалом функції ),( yxu  та знайти цю функцію. 
14 
 
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами: 
   
S
zyxpdSzyx .62:)(,43  
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду 
 
S
dxdyydxdzxyzdydz ,22  де S  частина поверхні  конуса 222 zxy   
(нормальний вектор n

 утворює гострий кут з ортом j

), що відтинається 
площиною 1,0  yy   
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,)2()()2()( kzxjxyizxMa

  2:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо  
,)22()2()( kzyxjzyixMa

  222:)(  zyxp . 
9. Задана функція  zyxMu )(  і точки )0,5,1(
1
M , )2,7,3(
2
M . 
Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком вектора 1 2;M M  
2) ).(qrad
1
Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля 
kxyzjxyiyxMa

223)( 22  . У випадку потенціальності поля знайти його 
потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
kzjxyiyMa
 22)(   в точці )1,1,2(
0
M . 
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Варіант 8 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду Lydl
ABL
 ;  – дуга 
астроїди tytx 33 sin,cos   між точками )0,1(A  і ).1,0(B  
2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду Lxdy
L
 ;  – дуга 
правого півкола 222 ayx   від точки ),0( aA   до точки ).,0( aB  
3. Обчислити статичний момент відносно осі OX  однорідної дуги 
кардіоїди ).cos1(   a   
4. Обчислити роботу сили jxiyxF

 )(  при переміщенні по колу 
tytx sin2,cos2   за рухом годинникової стрілки. 
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами: 
   .4:)(,2  zyxpdSzyx
S
 
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду 
 
S
zdxdydxdzzdydzx ,22  де S  частина поверхні  параболоїда 223 yxz   
(нормальний вектор n

 утворює гострий кут з ортом k

), що відтинається 
площиною .0z  
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,)7(2)()( kzyjzizyxMa

  632:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо  
,)3()2()( kzjzyizxMa

  6223:)(  zyxp . 
16 
 
9. Задана функція  3222)( zyxMu   і точки )1,2,1(
1
M , 
).3,1,0(
2
M  Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком 
вектора 1 2;M M  2) ).(qrad 1Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля 
kyxjzxizyMa

)()()()(  . У випадку потенціальності поля знайти 
його потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
kzxjxyzixzMa
 2)(   в точці )1,1,0(
0
M . 
 
Варіант 9 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду Ldly
L
 ;2  – 
перша арка циклоїди ),sin(2 ttx  ).cos1(2 ty   
2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду Ldyxdxy
L
  ;
22  – 
дуга параболи 24 xy   в верхній півплощині (рух вважати за годинниковою 
стрілкою). 
3. Обчислити координати центра мас однорідної дуги першого витка 
гвинтової лінії .2,sin,cos tztytx   
4. Обчислити  Ldyexdxxye
L
xx
  ;)1(  – будь-яка крива, яка з’єднує 
точки )2,0(A  і ).2,1(B  
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами: 
   .623:)(,46  zyxpdSzyx
S
 
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду 
 
S
zdxdydxdzydydzx ,22  де S  частина поверхні конуса 222 yxz   
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(нормальний вектор n

 утворює гострий кут з ортом k

), що відтинається 
площинами .3,0  zz  
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,)(2)()()( kzxjzyiyxMa

  6223:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо  
,)23()(4)( kzyjzyxixMa

  42:)(  zyxp . 
9. Задана функція і yzxMu )( точки )4,1,3(
1
M , ).1,1,1(
2
M
Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком вектора 1 2;M M  2) 
).(qrad
1
Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля 
kzjyxiyzMa
 2)()(  . У випадку потенціальності поля знайти його 
потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
kxzjzyixyMa

 2)(  в точці )1,2,0(
0
M . 
 
Варіант 10 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду 
Ldlzyx
L
  ;)2243(  – відрізок прямої між точками ),6,3,4( A
).5,5,2( B  
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2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду
Lxdydxyxy
L
  ;)(
2  – дуга параболи xy 2  від точки )0,0(O  до точки 
).2,1(B  
3. Знайти масу лінії  
a
xay ch  між точками з абсцисами 0
1
x  та 
,
2
ax   якщо густина в кожній її точці обернено пропорційна ординаті точки і  
.,),0( Consta    
4. Обчислити роботу сили jyxiyF

)(   при переміщенні 
матеріальної точки з початку координат в точку (1,1) по параболі .2xy    
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами: 
   .22:)(,44  zyxpdSzyx
S
 
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду  
S
zdxdydydzx ,2  де 
S  частина поверхні параболоїда 22 yxz   (нормальний вектор n

 утворює 
тупий кут з ортом k

), що відтинається площиною .4z  
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,)3()(4)( kzyjzyxizMa

  222:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо  
,3)2()2()( kzjyxixzMa

  624:)(  zyxp . 
9. Задана функція 
2
)( zxyeMu   і точки )2,0,5(
1
M , )3,4,2(
2
M . 
Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком вектора 1 2;M M  
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 2) ).(qrad
1
Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля 
kxzjzyiyxMa

)()()()( 222222  . У випадку потенціальності поля 
знайти його потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
kzyjyixzMa

)(  в точці )2,1,0(
0
M . 
 
Варіант 11 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду 
41 cos ;
L
xdl L  дуга тангенсоїди .4
0,tg

 xxy  
2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду Lxdy
L
 ;  – контур 
трикутника, утвореного при перетині прямих ,0,2,  yxxy  в його 
додатному напрямку обходу. 
3. Обчислити статичний момент відносно осі OY
 
відрізка прямої 
,2 xy   що відтинається координатними осями, якщо лінійна густина в 
кожній точці пропорційна квадрату абсциси цієї точки і для точки (2,0) 
дорівнює 8. 
4. Довести, що даний вираз dyxxdxyyxx )723()22120( 323  є 
повним диференціалом функції ),( yxu  та знайти цю функцію. 
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами: 
   .84:)(,27  zyxpdSzyx
S
 
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду 
 
S
xzdxdyyzdxdzxydydz ,  де S  зовнішня сторона сфери ,1222  zyx  яка 
лежить в першому октанті.  
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7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,3)2(02()( kzjyxixzMa

  824:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо  
,)3()(4)( kzyjzyxizMa

  222:)(  zyxp . 
9. Задана функція 323)( yzxMu   і точки )1,3,2(
1
M , )0,2,5(
2
M . 
Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком вектора 1 2;M M  
 2) ).(qrad
1
Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля 
kzjxyiyxMa
 22)32()(  . У випадку потенціальності поля знайти його 
потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
kzjxyiyMa
 222)(   в точці )1,2,1(
0
M . 
 
Варіант 12 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду Ldlxy
L
 ;
2  – дуга 
кола ,sin,cos tRytRx   яка знаходиться в першій чверті. 
2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду Lxdyydx
L
  ;  – 
чверть кола tRytRx sin,cos   в першому квадранті (рух вважати проти руху 
годинникової стрілки). 
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3. Обчислити статичні моменти відносно осей OX  і OZ  дуги першого 
витка гвинтової лінії ,,sin2,cos2 tztytx   якщо лінійна густина 
пропорційна аплікаті точки і в точці t  дорівнює 1. 
4. Обчислити роботу сили jyxiyF

)(   при переміщенні 
матеріальної точки з початку координат в точку (1,1) по параболі .2xy   
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами: 
   .93:)(,9  zyxpdSzyx
S
 
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду 
S yx
dxdy
,
122
 де S 
є частиною  поверхні гіперболоїда 1222  zyx  (нормальний вектор n

 
утворює тупий кут з ортом k

), що відтинається площинами .3,0  zz  
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,)23()(4)( kzyjzyxixMa

  42:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо  
,)(2)()()( kzxjzyiyxMa

  6223:)(  zyxp . 
9. Задана функція xyzxMu y 3)(   і точки )4,2,2(
1
M , )3,0,1(
2
M . 
Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком вектора 1 2;M M  
2) ).(qrad
1
Mu  
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10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля 
kzjzyyixyzMa

 )1(2)( . У випадку потенціальності поля знайти його 
потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
kzjxyixyMa
 22)(   в точці )1,1,1(
0
M . 
 
 
Варіант 13 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду 
Ldlzyx
L
  ;)(
222  – відрізок прямої між точками ),1,1,1(A  ).3,0,3(B  
2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду
Lxdzzdx
L
  ;sincos – відрізок прямої, яка з’єднує точки )2,0,2( A  і 
).2,0,2(D  
3. Знайти координати центра мас дуги астроїди 3
2
3
2
3
2
ayx  , 
0,0  yx  відносно осей координат, якщо лінійна густина стала і дорівнює 1. 
4. Обчислити роботу сили jyiyxF

2)(   при переміщенні 
матеріальної точки з початку координат в точку (1,-3) по параболі .3 2xy   
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами: 
   .12432:)(,4  zyxpdSzyx
S
 
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду   
S
dxdyzy ,2 2  де S 
є  частиною  поверхні параболоїда 22 yxz   (нормальний вектор n

 якої 
утворює тупий кут з ортом k

), що відтинається площиною .2z  
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
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,)3()2()( kzjzyizxMa

  6223:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо  
,)7(2)()( kxyjzizyxMa

  632:)(  zyxp . 
9. Задана функція )1ln()( 33  zyxMu  і точки )0,3,1(
1
M , 
)3,1,4(
2
M . Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком 
вектора 1 2;M M  2) ).(qrad 1Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля 
kzyjxyizxMa

)(3)()( 2222  . У випадку потенціальності поля знайти 
його потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
kxzjyziyxMa

 )()(  в точці )0,1,2(
0
M . 
 
Варіант 14 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду 
Ldlxzy
L
  ;941  – дуга кривої ,,,
32 tztytx   .10  t  
2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду
1
;
L
x
dx dy L
y y a
 

 дуга циклоїди ),sin( ttax   .
36
),cos1(

 ttay  
3. Обчислити центр маси кривої 2,2
2  xxy , якщо .1  
4. За допомогою формули Гріна обчислити   ,22 dyxyydxyx
L
  де L : 
6422  yx −  коло, яке пробігається проти руху годинникової стрілки. 
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5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами: 
   .1232:)(,25  zyxpdSzyx
S
 
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду  
S
dxdyzdydzx ,22  
де S  частина поверхні конуса 222 yxz   ( нормальний вектор n

 якої утворює 
тупий кут з ортом k

), що лежить між площинами .1,0  zz  
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,)22()2()( kzyxjzyixMa

  222:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо 
,)2()()2()( kzxjxyizxMa

  2:)(  zyxp . 
9. Задана функція 542)( 222  zyxMu  і точки )1,2,1(
1
M , 
)6,2,3(
2
M . Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком 
вектора 1 2;M M  2) ).(qrad 1Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля 
kxyjyxzixyzMa

 )2()2()( . У випадку потенціальності поля знайти 
його потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
kxzjzyixyMa

 )()(  в точці )1,0,4(
0
M . 
 
Варіант 15 
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1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду Ldl
R
x
L
  ;1  – 
дуга кривої ,cossin,sin 2 ttRytRx  .
2
0,cos

 ttRz  
2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду
ABCLdyyxdxyx
L
 ;)()(
222  – ламана, що з’єднує точки (1, 2),A
(3, 2), (3, 5).B C  
3. Обчислити момент інерції відносно початку координат контуру 
квадрата зі сторонами ., ayax   Густину квадрата вважати сталою. 
4. Обчислити Lxdyxdxy
L
  ;2cossin2  – будь-яка лінія від точки 






2,
4

A  до точки .1,
6






B  
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами:
   .623:)(,642  zyxpdSzyx
S
 
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду 
 
S
ydxdzxxzdydzzdxdyy ,22  де S  частина поверхні параболоїда 22 yxz 
(нормальний вектор n

 якої утворює тупий кут з ортом k

), яка вирізається 
циліндром .122  yx  
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,)2()()( kzjyxizyMa

  22:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
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нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо  
,)3()()2()( kzxjyxixzMa

  22:)(  zyxp . 
9. Задана функція )1ln()( 22 zyxMu   і точки )1,1,1(
1
M , 
)1,5,3(
2
M . Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком 
вектора 1 2;M M  2) ).(qrad 1Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля 
kxyzjxyiyxMa

22)( 22  . У випадку потенціальності поля знайти його 
потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
kzxjyzixMa
 2)(   в точці )2,0,3(
0
M . 
 
Варіант 16 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду Ldlyx
L
  ;)(  – 
коло .222 xyx   
2.  Обчислити криволінійний інтеграл другого роду
Ldyxyxydx
L
  ;)(  – дуга кубічної параболи 
3xy   від точки )0,0(A  до 
точки ).1,1(D  
3. Обчислити момент інерції відносно осі OX  однорідного відрізка 
прямої xy 2  між точками (1,2) і (2,4). 
4. Обчислити роботу сили jyiyxF

2)(   при переміщенні 
матеріальної точки з початку координат в точку (1,-3) по параболі .3 2xy   
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами: 
   .33:)(,2  zyxpdSzyx
S
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6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду 
,xydxdzxzdydzyzdxdy
S
   де S  зовнішня поверхня циліндра ,1
22  yx  яка 
відтинається площинами .5,0  zz  
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,)2(2)()( kzxjyizyxMa

  22:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо 
,)()2()( kxjyxizyMa

  422:)(  zyxp . 
9. Задана функція xyzzyxMu 2)( 222   і точки )2,1,1(
1
M , 
)4,1,5(
2
M . Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком 
вектора 1 2;M M  2) ).(qrad 1Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля 
kzxjyxixMa

)()(43)( 2  . У випадку потенціальності поля знайти його 
потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
kzxjyziyxMa
 22)()(   в точці )4,0,1(
0
M . 
 
Варіант 17 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду 
Lxdlx
L
 ;cossin
32  – дуга лінії .
4
0,cosln

 xxy  
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2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду
Ldyxdxxxy
ABL
  ;
2
1
)( 2  – дуга параболи xy 42   від точки )0,0(A  до точки 
).2,1(B  
3. Обчислити статичні моменти відносно координатних осей 
однорідної дуги астроїди .
2
0,sin2,cos2 33  ttytx  
4. За допомогою формули Гріна обчислити   ,22 dyyydxyx
L
  де L : 
122  yx −  коло, яке пробігається проти руху годинникової стрілки. 
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами 
   .222:)(,23  zyxpdSzyx
S
 
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду 
 
S
yzdxdzxydydzxzdxdy ,  де S  верхня частина площини 1 zyx , яка 
відтинається координатними площинами. 
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,)(3)()( kzyjyiyxMa

  222:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо  
,)3()()( kyjyxizxMa

  22:)(  zyxp . 
9. Задана функція 22 2)( zxyzzyMu   і точки )1,1,3(
1
M , 
)4,1,2(
2
M . Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком 
вектора 1 2;M M  2) ).(qrad 1Mu  
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10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля 
kxyzjyxziyzxMa

2)2()2()(  . У випадку потенціальності поля знайти 
його потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
kyzjyixzMa

)(  в точці )4,1,0(
0
M . 
 
 
 
Варіант 18 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду 2 2 2( ) ;
L
x y dl L    
коло .422 xyx   
2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду
ABLdzzdyyxydx
L
 ;2
22  – дуга одного витка гвинтової лінії 
).4,0,1(),0,0,1(,2,sin,cos BAtztytx   
3. Знайти статичний момент відносно осіOy  однорідної дуги першого 
витка лемніскати Бернуллі .2cos22  a  
4. Довести, що даний вираз dy
y
xy
dx
xy
yx
2



є повним диференціалом 
функції ),( yxu  та знайти цю функцію. 
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є 
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами: 
   .623:)(,55  zyxpdSzyx
S
 
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду 
 
S
zdxdyydxdzxdydz ,  де S  зовнішня сторона сфери .1222  zyx  
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
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,2)()2()( kzjyxizyMa

  2:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо 
,)2()()( kyxjzizxMa

  422:)(  zyxp . 
9. Задана функція 2225)( yzzxyyzxMu   і точки )1,1,1(
1
M , 
)9,3,9(
2
M . Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком 
вектора 1 2;M M  2) ).(qrad 1Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля 
kzjyxizxMa

3)()(3)( 22  . У випадку потенціальності поля знайти його 
потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
yzjxixyMa 

)(  в точці )2,2,2(
0
M . 
 
Варіант 19 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду 2 2 2( ) ;
L
x y dl L   
перша чверть кола .2  
2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду Lydxxdy
L
  ;  –  
контур трикутника з вершинами ),0,1(A  )1,0(),0,1( CB  в додатному 
напрямку обходу. 
3. Обчислити масу дуги кривої 
4
0,sin3   , якщо густина в 
кожній її точці пропорційна відстані до полюса і для 
4
   дорівнює 3. 
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4. Обчислити роботу сили jyxiyxF

32 2)5(   при переміщенні 
матеріальної точки по прямій з початку координат в точку (1,-3). 
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S є  
частиною площини (р), яка відтинається координатними площинами:
 
 
  .622:)(,32  zyxpdSzyx
S
 
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду 
 
S
dxdyzdxdzydydzx ,222  де S  зовнішня сторона сфери 16222  zyx  в 
першому октанті. 
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,)2()2()3()( kxzjzyiyxMa

  632:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо  
,)()3()( kyjzxiyxMa

  22:)(  zyxp . 
9. Задана функція 2)( zyexeMu xy   і точки )2,0,3(
1
M , )3,1,4(
2
M . 
Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком вектора 1 2;M M  
2) ).(qrad
1
Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля 
kzxjyzixyMa

)(2)()()(  . У випадку потенціальності поля знайти 
його потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
kxjxyziyxMa

 )()(  в точці )3,1,4(
0
M . 
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Варіант 20 
1. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду Lxydl
L
 ;  – 
контур квадрата зі сторонами .1,1  yx  
2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду
ABLdyyxdxyx
L
 ;)()(
2222  – ламана лінії xy   від точки )1,1(A  до 
точки ).2,2(B  
3. Обчислити роботу сили jyiyxF

2)(   при переміщенні 
матеріальної точки з початку координат в точку (1,-3) по параболі .3 2xy   
4. За допомогою формули Гріна обчислити   ,22 dyxyydxyx
L
  де L : 
1622  yx −  коло, яке пробігається проти руху годинникової стрілки. 
5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S, де S  
частина площини (р), яка відтинається координатними площинами: 
   .623:)(,103  zyxpdSzyx
S
 
6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду   
S
dydzzy ,22  де S 
є  частиною поверхні параболоїда 229 zyx   (нормальний вектор поверхні 
n

 утворює гострий кут з ортом i

), яка відтинається площиною x=0. 
7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди 
двома способами (безпосередньо і за формулою Остроградського), якщо 
,)(2)()( kzyxjyizxMa

  22:)(  zyxp . 
8. Обчислити циркуляцію векторного поля ),,()( zyxMa 

 по контуру 
трикутника, який утворений перетином площиною DCzByAxp :)(  з 
координатними площинами в додатному напрямку обходу відносно 
нормального вектора  CBAn ,,

 двома способами: а) за означенням 
циркуляції; б) за допомогою формули Стокса, якщо 
,)3()2()()( kzyjzxizyMa

  632:)(  zyxp . 
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9. Задана функція 2221)( zyxMu   і точки )1,1,1(
1
M , 
)1,2,3(
2
M . Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 
1
M  за напрямком 
вектора 1 2;M M  2) ).(qrad 1Mu  
10. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного поля 
kzjyxxiyxxyMa
 22 3)4()43()(  . У випадку потенціальності поля 
знайти його потенціал ),,( zyxu . 
11. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
,)()( kyjyziyxMa

  в точці )0,1,4(
0
M .  
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 1.2. Розв’язування типових прикладів 
 1.2.1. Криволінійні інтеграли 1-го та 2-го роду, їх застосування 
 Обчислення криволінійних інтегралів 
 Приклад 1. Обчислити криволінійний інтеграл 
3
L
dl
y x
, де L – відрізок 
прямої 2y x   між точками перетину з осями координат. 
 Розв’язування. 
 Якщо крива задана в прямокутній системі координат [1] рівнянням 
bxaxy  ),( , функція )(xy   є неперервною на вказаному відрізку разом 
із похідною )(x , то криволінійний інтеграл 1-го роду зводиться до 
визначеного інтеграла 
 
2
( , ) ( , ( )) 1 ( ) .
b
AB a
f x y dl f x x x dx                                (1) 
 Пряма перетинає осі координат в точках ( 2;0)A   та (0;2),B  тому 
2 0.x    Згідно з формулою (1) матимемо 
 
0 02 0
2
2 2
1 1 1 1 1
ln 2 5 ln5 ln1 ln5.
3 3 6 2 5 2 2 2
L
dl dx dx
x
y x x x x 
 

      
     
 
 Приклад 2. Обчислити криволінійний інтеграл 2
L
ydl  вздовж дуги L, де 
L – перша арка циклоїди  sin ,x a t t    1 cos .y a t   
 Р озв’язування. 
 У разі задання кривої AB  параметричними рівняннями ( ),x x t  ( )y y t  
0 1( )t t t  , за умови неперервності функцій )(),( tyytxx   разом із похідними 
криволінійний інтеграл 1-го роду обчислюється за формулою 
 
1
0
22( , ) ( ( ), ( )) ( ( )) ( ) .
t
tАВ
f x y dl f x t y t x t y t dt                        (2) 
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 Зауваження. Справедлива аналогічна формула [6] обчислення 
криволінійного інтеграла 1-го роду і для параметричного задання просторової 
кривої ( ),x x t  ( ), ( )y y t z z t   0 1( )t t t   
   
1
0
2 22( , , ) ( ( ), ( ), ( )) ( ( )) ( ) ( ) .
t
АВ t
f x y z dl f x t y t z t x t y t z t dt               (3) 
 Знайдемо похідні, що входять до запису диференціала дуги формули (2) 
 1 cos ,tx a t    sin ,ty a t   
тоді 
   
22 2 21 cos sin 2 1 cos .dl a t a tdt a t dt      
 За формулою (2) матимемо  
     
2 2
0 0
2 2 1 cos 2 1 cos 2 1 cos
L
ydl a t a t dt a a t dt
 
          
 
2
0
2 sin 4 .a a t t a a

    
 Приклад 3. Обчислити криволінійний інтеграл 
2 2 2
L
dl
x y z 
 , де L : 
cos , sin , ,0 2 .x a t y a t z bt t       
 Розв’язування. Маємо задану гвинтову лінію (рис.1), тому 
використовуємо формулу (3).  
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Рис.1. Гвинтова лінія. 
 Частинні похідні sin , cos ,x a t y a t z b      , тому  
    
2 22 2 2 2 2 2 2 2( ( )) ( ) ( ) sin cos ,dl x t y t z t dt a t a t b dt a b dt           
2 22 2
2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0cos sinL
dl a b dt dt
a b
x y z a t a t b t a b t
 

   
    
    
 
22 22 2 2
2 2 2 2 2
0
2 21
ln ln
b a ba b
a b bt a b t
b b a
   
      . 
 Приклад 4. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду  
L
x y dl , 
де L коло 
2 2 2x y x  . 
 Розв’язування.  
 Якщо крива 𝐴𝐵   задана рівнянням в полярній системі координат 
1 2( ),        , 
де функція ( )    і її похідна ( )   − неперервні на вказаному відрізку, то 
криволінійний інтеграл 1-го роду обчислюють за формулою 
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  
2
1
22( , ) ( ( )cos , ( )sin  ) ( ) ( ) .
AB
f x y dl f d


            
          (4)
 
 Перейдемо до полярних координат cos ,x    siny   . Рівняння 
кривої L  набуває вигляду 2cos ,  де 
2 2
 
   . 
 Для обчислення інтеграла застосуємо формулу (4). Оскільки 2sin    , 
то  
2 2 2 24cos 4sin 2dl d d d           ; 
     
2 2 2
2 2 2
22 cos cos sin 2 4 cos 4 cos cos
L
x y dl d d d
  
  
       
  
          
 
2 22
2 22
2cos sin 2
2 1 cos2 4 2
2 2
d
 
 
 
  
 
 
       
 
 2 2 .2 2
 

 
    
 
 
 Приклад 5. Обчислити криволінійний інтеграл 
2
L
ydx x dy , де L
відрізок прямої від точки  1;1A  до точки  2,3B . 
 Розв’язування. 
 Якщо плоска крива  𝐴𝐵  задана явним рівнянням bxaxy  ),( , де 
)(x  неперервно-диференційовна функція на проміжку  𝑎, 𝑏 , тоді формула 
обчислення криволінійного інтеграла 2-го роду має вигляд 
  
b
aAB
dxxxxQxxPdyyxQdxyxP )())(,())(,(),(),(  .                (5) 
 Запишемо рівняння прямої, що проходить через точки A  і B (як рівняння 
прямої, що проходить через дві вказані точки) 
1 1
; 2 2 1; 2 1
1 2
x y
x y y x
 
      . 
Тоді 2dy dx . Скористаємось формулою (5): 
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 
2
2 2 3
2 2
1 1
16 2 14 20
2 1 2 2 2 4 2 1 1 2 .
2 3 3 3 3 3
L
x x
ydx x dy x x dx x
 
                  
 
   
 Приклад 6. Обчислити інтеграл  
L
x y dx xdy   вздовж ламаної OBA , де 
   0;0 , 4;2O A  і  2;0B . 
 Розв’язування. 
 Вздовж ламаної OBA  на ділянці OB  маємо 0y   і 0,0 2,dy x    на 
ділянці :BA  2, , 2 4.y x dy dx x      Тому, згідно з формулою (5), маємо: 
     
L OB BA
x y dx xdy x y dx xdy x y dx xdy          
 
422 4 2 2
0 2 0 2
2 2 2 2 4.
2 2
x x
xdx x x x dx x
 
           
 
   
 Приклад 7. Знайти криволінійний інтеграл другого роду 
L
ydx xdy , де L– 
еліпс, заданий параметричними рівняннями cosx a t , siny b t  за додатним 
напрямом обходу. 
 Розв’язування. 
 Якщо функції )(tx , )(ty  та їх похідні першого порядку )(tx , )(ty  є 
неперервними на відрізку    , ( ) ( ) , ( ) ( ) ,x y a x y b          а функції 
( , ), ( , )P x y Q x y  неперервні вздовж даної кривої, то  
( , ) ( , )
AB
P x y dx Q x y dy    


dttytytxQtxtytxP )())(),(()())(),((
           (6)
 
 Згідно з формулою (6) маємо 
  
2
0
sin sin cos cos
L
ydx xdy b t a t a t b t dt

         
 
2 2
2 2
0 0
sin cos 2 .ab t t dt ab dt ab
 
       
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 Приклад 8.  Обчислити  
L
ydx zdy x y dz   , якщо крива є гвинтовою 
лінією L : cos , sin , ,0 2 .x a t y a t z bt t       
Розв’язування. 
Обчислюють криволінійний інтеграл 2-го роду від неперервних функцій 
[6] трьох змінних ),,( zyxP , ),,( zyxQ , ),,( zyxR  вздовж параметрично заданої 
кривої 𝐴𝐵    
  ttzztyytxx ),(),(),( , 
де функції )(tx , )(ty , )(tz , а також їх похідні )(tx , )(ty , )(tz  є неперервними 
на відрізку   , : 
( , , ) ( , , ) ( , , )
AB
P x y z dx Q x y z dy R x y z dz    
      ( ), ( ), ( ) ( ) ( ), ( ), ( ) ( ) ( ), ( ), ( ) ( ) .P x t y t z t x t Q x t y t z t y t R x t y t z t z t dt


    
  (7)
 
 Для гвинтової лінії (рис.1) маємо sin , cos ,x a t y a t z b      , тому за 
формулою (7) 
      
2
0
sin sin cos cos sin
L
ydx zdy x y dz a t a t bt a t a t a t b dt

             
 
2 2 2
2
0 0 0
sin cos cos sina tdt ab t tdt ab t t dt
  
         
   
2
2
0
0
,
1 cos2 cos sin cos
2
sin
u t du dt
a
t dt ab dv tdt ab t t
v t


 
       

  
 
2 2
2
0
00
1
sin 2 sin sin sin 2 sin0 cos2 cos0
2 2
ta
t t ab t t tdt ab
 
 
  
           
   
  
 
1 1
2 sin 4 sin0 2 sin 2 cos2 cos0 .
2 2 2
a
ab a     
 
         
 
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 Застосування криволінійних інтегралів 
 Приклад 1. Визначити роботу сили    22 ,F y x i y x j     якщо вона 
переміщує точку-початок координат (0,0)O  в точку (2,10)B  вздовж дуги 
кривої 
2 3 .y x x   
 Розв’яування. 
 Якщо       , , , ,F x y P x y Q x y  – силове векторне поле, то 
криволінійний інтеграл другого роду має фізичний зміст:  робота цього поля 
при переміщенні матеріальної точки по кривій L  задається формулою 
   , , .
L
A P x y dx Q x y dy                                              (8) 
 Згідно з формулою (8) маємо 
        
2
2 2 2 2
L 0
2 2 6 3 2 3A y x dx y x dy x x x x x x x dx                
 
2
2 3
3 2 4 2
0 0
14 256
4 14 16 8 .
3 3
x
x x x dx x x
 
       
 
  
 Приклад 2. Знайти довжину дуги кривої 
4
4 ,
4
t
x    
6
6t
y  між точками її 
перетину з осями координат. 
 Розв’язування. 
Якщо у площині XOY  задано кусково-гладку криву 𝐴𝐵 , на якій 
визначено неперервну функцію ),( yxf , причому ( , ) 1f x y  , тоді довжину 
𝐿 кривої 𝐴𝐵  визначають за формулою 
.
AB
L dl                                                        (9) 
 Скористаємось формулою (9). Спочатку знайдемо диференціал дуги для 
параметрично заданої кривої  
   
2 2 6 10 3 41 .t tdl x y dt t t t t dt        
та межі параметра t: 
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4
10 16 2;x t     00, 0.y t   
 Тоді 
   
2 2
3/2
3 4 4 4 4
0 0
21 1 2
1 1 1 1
04 4 3
L
L dl t t dt t d t t           
 
 4 4
1 1 17 17 1
1 2 1 2 .
6 6 6

      
 Приклад 3. Обчислити [3] координати центра мас частини астроїди 
3 3cos , sin ,x a t y a t   яка знаходиться в першій чверті та моменти інерції 
відносно координатних осей. Густину кривої вважати рівною 1. 
 Розв’яування. 
 Для астроїди (рис. 2) за умовою маємо 0 .
2
t    
 
 
Рис. 2. Астроїда. 
 1) Обчислення координат центра мас. 
 Нехай  0 0,x y  – координати центра мас плоскої кривої L,– маса цієї 
кривої,  ,x y  – лінійна густина, тоді 
 0
1
, ,
L
x x x y dl
m
    0
1
, .
L
y y x y dl
m
                               (10) 
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де числове значення маси кривої L дорівнює інтегралові 
 
L
, .m x y dl                                                   (11) 
 Використаємо формули (10), (11), в яких покладемо  , 1.x y   
 Оскільки 
3 3cos , sin ,x a t y a t   тоді 2 23 cos sin , 3 sin cos ,x a t t y a t t     
відповідно, 
   
2 2 2 4 2 2 4 29 cos sin 9 sin cos 3 cos sint tdl x y dt a t t a t tdt a t tdt      . 
 Тоді маса за формулою (11) дорівнює 
 
2 2 2
2
00 0
3 3
3 cos sin 3 sin sin sin .
2 2
L
a a
m dl a t tdt a td t t
  
        
 За формулою (10) обчислимо  
 
2 2 2
3 4 4
0
0 0 0
1 2
cos 3 cos sin 2 cos sin 2 cos cos
3
L
x xdl a t a t tdt a t tdt a td t
m a
  
           
 5 2
0
2 2 2
cos 0 1 .
5 5 5
a a a
t

       
Аналогічно,  
2 2
3 4 5 2
0 0
0 0
1 2 2 2
sin 3 cos sin 2 sin cos sin .
3 5 5
L
a a
y ydl a t a t tdt a t tdt t
m a
 

         
 Отже,  0 0 0
2 2
, ,
5 5
a a
M x y
 
  
 
− центр маси чверті астроїди. 
 2) Обчислення моментів інерції. 
 Якщо ,x yI I  – моменти інерції кривої L щодо координатних осей ,OX OY , 
тоді  
 2 , ,x
L
I y x y dl    
2 , .y
L
I x x y dl                                   (12) 
Обчислюємо  
32 2
2 2 6 3 7
0 0
3
sin 3 cos sin 3 sin sin ,
8
x
L
a
I y dl a t a t tdt a td t
 
        
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аналогічно 
3
2 3 .
8
y
L
a
I x dl   
 Приклад 4. Обчислити за допомогою формули Гріна криволінійний 
інтеграл другого роду    2 21- 1
L
x ydx y xdy  , де L – коло 
2 2 2.x y R   
 Розв’язування. Розглянемо [4] на площині деяку область D, обмежену 
контуром L. Для замкненого контуру L справедлива формула Гріна 
   , , ,
D L
Q P
dxdy P x y dx Q x y dy
x y
  
   
  
                            (13) 
де символом 
D
позначено подвійний інтеграл по області D, а символом 
L
– 
криволінійний інтеграл по замкненому контуру L, який обходять у додатному 
напрямку. 
 
 Оскільки за умовою контур L замкнений, то скористаємось формулою 
Гріна (13) 
   2, 1 ,P x y x y      2, 1 ,Q x y y x   2 2.Q P x y
x y
 
  
 
 
 Отже, 
     2 2 2 21 1 ,
L D
x ydx y xdy x y dxdy       
де область D – круг, обмежений контуром L. 
 Введемо полярні координати cos ,x    siny    і перейдемо від 
подвійного інтеграла до повторного. Тоді 
 
2 4
2 2 3
0 0
.
2
R
D
R
x y dxdy d d


        
 Приклад 5. Знайти площу фігури, обмеженої еліпсом cos ,x a t sin .y b t  
 Розв’язування. 
 Згідно з наслідком формули Гріна  
1
,
2
L
S xdy ydx                                                     (14) 
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де S − площа плоскої фігури, обмеженої замкненою кривою L. 
 Маємо 
 
2 2
0 0
1 1
cos cos sin sin .
2 2
S a t b t b t a t dt ab dt ab
 
      
 
 Приклад 6. Переконатись, що інтеграл    2 3 2 26 4 6 3
AB
xy x dx x y y dy    
не залежить від шляху інтегрування та обчислити його вздовж відрізка прямої 
від точки (2,3)A  до точки (3,4)B . 
 Розв’язування. 
 Якщо вираз    , ,P x y dx Q x y dy  є повним диференціалом деякої функції 
 ,u x y  у деякій області, що містить криву L=AB, тобто виконується рівність 
     , , ,P x y dx Q x y dy du x y  , то інтеграл  
       , ,
AB
P x y dx Q x y dy u B u A                                   (15) 
не залежить від вибору форми шляху з точки A до точки B. 
 Необхідною і достатньою умовою незалежності криволінійного інтеграла  
від шляху інтегрування є рівність 
.
P Q
y x
 

 
                                                        (16) 
 Якщо справедлива умова (16), то функцію  ,u x y  можна знайти, 
наприклад, так: 
     
0 0
0, , , .
yx
x y
u x y P x y dx Q x y dy C   
                               (17)
 
 Перевіримо умову (16): 
12 ,
P
xy
y



 12 .
Q
xy
x



 
 Отже, цей інтеграл не залежить від шляху інтегрування.  
 Запишемо тепер рівняння прямої, що проходить через точки (2,3)A  та 
(3,4)B . Матимемо 
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2 3
,
3 2 4 3
x y 

 
 або 1,y x   
водночас dx dy . Тоді 
          
3
2 22 3 2 2 3 2
2
6 4 6 3 6 1 4 6 1 3 1
AB
xy x dx x y y dy x x x x x x dx            
 
3
3 2
2
16 21 12 3 426.x x x dx      
 Зауваження. У випадку незалежності криволінійного інтеграла від шляху 
інтегрування, його зручно обчислювати (рис. 3) вздовж ламаних [5], які 
паралельні до координатних осей.  
 
Рис. 3. Інтегрування вздовж ламаних. 
 
 В даному прикладі зручніше обрати шлях інтегрування ,ACB взявши 
точку (3,3).C  Тоді  
: 3, 0; 2 3;AC y dy x    : 3, 0; 3 4.CB x dx y     
 За властивістю адитивності стосовно кривої маємо 
       2 3 2 2 2 3 2 26 4 6 3 6 4 6 3
AB AC
xy x dx x y y dy xy x dx x y y dy        
       
3 4
2 3 2 2 3 2
2 3
6 4 6 3 54 4 54 3 426.
CB
xy x dx x y y dy x x dx y y dy            
y  
P
 
N  
x  
y  
0M  
0y
 
x
 
M
 
0x
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 Приклад 7. Переконатись, що вираз   5xye xdy ydx   є повним 
диференціалом деякої функції ( , )u u x y  та знайти цю функцію. 
 Розв'язування. Запишемо даний вираз у вигляді  
   5 5xy xye ydx e xdy      
та перевіримо умову (16). 
 Отже,    ( , ) 5 ; ( , ) 5xy xyP x y e y Q x y e x      , тому  
( , ) ( , )
5xy xy
P x y Q x y
e xy e
y x
 
   
 
, 
заданий вираз є повним диференціалом деякої функції u(x,y). Обчислимо її 
за формулою (17), взявши точку  0 0,x y за початок координат, а саме 
         
0
0 0 0
, ,0 , 5 5 .
y yx
y
xy xyu x y P x dx Q x y dy C e x x dy C e xy C            
 Отже, ( , )u x y  5 1
xye xy C   . 
 Перевіримо вірність результату, тобто обчислимо повний диференціал 
отриманої функції  
   
( , ) ( , )
( , ) 5 5xy xy
u x y u x y
du x y dx dy e y y dx e x x dy
x y
 
     
 
. 
 
1.2.2. Обчислення характеристик скалярного та векторного полів 
Приклад 1. Задана функція 
2 2 2( ) 2 3u M x y z xyz     і точки 
1(1, 1, 2),M   2( 5,1, 4)M  . Обчислити: 1) похідну цієї функції в точці 1M  за 
напрямком вектора 1 2;M M  2) найбільшу швидкість зростання функції в точці 
1.M  
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 Розв’язування. 
 1) Для диференційованої функції ( , , ),u f x y z  точки ( , , )M x y z , вектора 
 , ,x y zS S S S , проведеного з точки M , напрямні косинуси якого 
cos , cos , cos ,
yx z
SS S
S S S
      похідна від функції ( , , )u f x y z  в точці 
( , , )M x y z  за напрямком вектора S  обчислюється  за формулою  
cos cos cos .
u u u u
x y zS
  
   
  
                                    (18)
 
 Обчислюємо згідно із формулою (18). Спочатку знаходимо 
координати вектора 
1 2 ( 6;2;2),M M    його довжину 
1 2 36 4 4 2 11M M      та напрямні косинуси: 
6 3 1 1
cos ; cos ; cos .
2 11 11 11 11
  

      
 Частинні похідні за змінними: 
1
2 , 2 2 4;
M
u u
x yz
x x
 
    
 
 
1
4 , 4 2 6;
M
u u
y xz
y y
 
      
 
 
1
6 , 12 1 13.
M
u u
z xy
z z
 
    
 
 
 Отже,  
1 11
1
1 2
( )
cos cos cos
M MM
u M u u u
x y zM M
  
   
      
  
 
3 1 1 5
4 6 13 .
11 11 11 11
 
        
 
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 2) Найбільша швидкість зростання функції в точці дорівнює модулю 
вектора градієнта grad
A
найб
u
u
S
 
 
 
, який для функції трьох змінних 
( , , )u f x y z  визначається формулою  
grad .
u u u
u i j k
x y z
  
  
  
 
 Із проведених обчислень маємо 
1grad ( ) 4 6 13 ,u M i j k   тому  
grad 16 36 169 221.
A
найб
u
u
S
 
     
 
 
Приклад 2. Визначити потенціальність та соленоїдальність векторного 
поля 2( ) 3 2( ) ( 2 )a M x i x y j y z k     . У випадку потенціальності поля 
знайти його потенціал ),,( zyxu . 
 Розв'язування. 
 1) Соленоїдальність векторного поля. 
 За означенням дивергенція векторного поля 
( , , ) ( , , ) ( , , )a P x y z i Q x y z j R x y z k    
обчислюється за формулою 
P Q R
diva
x y z
  
  
  
,                                        (19) 
причому векторне поле a  називається соленоїдальним (або трубчатим), 
якщо його дивергенція дорівнює нулю. 
 За умовою задачі 
23 , 2( ), 2 .P x Q x y R y z      Тоді за формулою (19) 
6 2 2 6 0,diva x x      
поле не є соленоїдальним. 
 2) Потенціальність векторного поля. 
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 Для визначення потенціальності поля [5] достатньо пересвідчитись, 
щоб його ротор дорівнював нулю, де за означенням ротор (або вихор) 
векторного поля має вигляд 
rot .
i j k
y z x ya i j kx z
x y z
P RQ R P Q
P Q R
    
  
       
  
          (20)
 
 Обчислюємо ротор векторного поля за формулою (20) 
2
rot
3 2 2 2
i j k i j k
a
x y z x y z
P Q R x x y y z
     
  
     
 
 
2 23 22 2 2 3 2 2
y z x yi j kx z
x y zx y y z x x y
    
       
  
 
(1 0) (0 0) (2 0) 2 ,i j k i k         
поле не є потенціальним. 
 Приклад 3. Для векторного поля    2 22 4 cos 8a x z i yj z xz k    
переконатись у його потенціальності та знайти потенціал. 
 Розв'язування. 
 За формулою (20) обчислюємо ротор  
 
2 2
rot 0 8 8 0 0.
2 4 cos 8
i j k i j k
a i z z j k
x y z x y z
P Q R x z y z xz
     
        
     
 
 
 Поле вектора a  потенціальне, тобто існує функція ( , , ),u u x y z  для якої 
grad .u a  Для потенціального поля криволінійний інтеграл 2-го роду не 
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залежить від шляху інтегрування між двома фіксованими точками – початком і 
кінцем шляху, при цьому  
0
( ) .
M
M
u M a dl C    
 Шлях інтегрування обирають таким, щоб інтеграли на окремих ланках 
легко обчислювались, тобто зручно скористатись ламаною 
0 1 2 ,M M M M  де 
точки мають такі координати: 
0 1 2(0,0,0), ( ,0,0), ( , ,0), ( , , ).M M x M x y M x y z  
 Має місце формула для знаходження функції трьох змінних за її повним 
диференціалом RdzQdyPdxdu   
.),,(),,(),,(),,(
000
000  
z
z
y
y
x
x
dzzyxRdyzyxQdxzyxPzyxu  
 Тоді  
 
3
2 2 2
0 0 0
( ) 2 cos 8 sin 4 .
3
yx z
z
u M tdt tdt t xt dt C x y xz C             
 Зауваження. Для перевірки розв’язку знаходимо ґрадієнт отриманої 
функції 
   2 2grad 2 4 cos 8 .
u u u
u i j k x z i yj z xz k
x y z
  
       
  
 
 Приклад 4. Обчислити лінійний інтеграл (циркуляцію) векторного 
поля ( 1)a xi yj x y k      по відрізку прямої, який з'єднує точки A(1;1;1) 
та B(2;3;4). 
 Розв'язування. 
 Криволінійний інтеграл по замкненому контуру 𝐿 (𝐿 −  замкнена гладка 
крива в області 𝐷) 
 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑦 + 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑧
 
𝐿
 
називають циркуляцією векторного поля 𝑎 = 𝑎 (𝑀) вздовж кривої 𝐿 і 
позначають  
 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑦 + 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑧
 
𝐿
=  𝑎 
 
𝐿
𝑑𝑟 ,                (21) 
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де 𝑑𝑟 = 𝑑𝑥𝑖 + 𝑑𝑦𝑗 + 𝑑𝑧𝑘  . 
 Зауваження. Вимога замкненості конура не є обов’язковою, циркуляцію 
можна обчислювати по гладкій, кусково-гладкій кривій. 
 Криволінійний інтеграл обчислимо за формулою (7). Запишемо 
рівняння лінії L, тобто прямої AB: 
1 1 1
1 2 3
x y z  
   і перейдемо до її 
параметричного запису: 
1,
2 1,
3 1.
x t
y t
z t
 

 
  
 
 Врахуємо, що при заміні змінної змінюються межі інтегрування, тобто 
0 1.t   Обчислюємо , 2 , 3 ,dx dt dy dt dz dt   тоді  
( 1)
L
xdx ydy x y dz      
 
1 1 2
0 0
1
1 (2 1) 2 ( 1 2 1 1) 3 (14 6) 14 6 ) 13.
02
t
t t t t dt t dt z                   
Приклад 5. Знайти найбільшу щільність циркуляції векторного поля 
kzxjyzixMa
 2)(   в точці 
0( 3,1, 1)M   . 
 Розв'язування. 
 Найбільша щільність циркуляції векторного поля ( )a M  в даній точці 
0M  досягається в напрямку вектора ротора і чисельно дорівнює 0rot ( ) .a M  
 Обчислюємо за формулою (20) ротор 
2
rot (0 ) (2 0) (0 0) 2 .
i j k i j k
a i y j zx k yi xzj
x y z x y z
P Q R x yz x z
     
         
     

 
 Тоді 0rot ( ) 6 ,a M i j   відповідно, найбільша щільність циркуляції 
векторного поля ( )a M  в заданій точці дорівнює 0rot ( ) 1 36 37.a M     
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 1.2.3. Обчислення поверхневих інтегралів 1-го та 2-го роду. 
Формули Остроградського-Гаусса та Стокса 
 Приклад 1. Обчислити  2 2 ,
S
I y z a x dS    де S  частина поверхні 
циліндра 2 2 2,x y a  обмежена площинами 0z   та .z h  
 Розв'язування. 
 Для [4] функції 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), неперервної  на гладкій поверхні  𝑆, яка 
задається рівнянням 𝑧 = 𝑧 𝑥, 𝑦 , функції 𝑧 𝑥, 𝑦 ,  𝑧𝑥
′  𝑥, 𝑦  та 𝑧𝑦 ′(𝑥, 𝑦) неперервні 
в замкненій області 𝐷𝑥𝑦  (проекція поверхні на площину 𝑋𝑂𝑌) справедлива 
формула 
 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝜎 =  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦)) 1 +  𝑧′𝑥 2 +  𝑧′𝑦 
2
 
𝐷𝑥𝑦
 
𝑆
𝑑𝑥𝑑𝑦,        (22) 
яка виражає поверхневий інтеграл першого роду через подвійний інтеграл по 
проекції поверхні 𝜎 на площину 𝑋𝑂𝑌. 
 Для всієї поверхні не можна виразити одну із координат однозначною 
функцією від інших координат. Частини циліндричної поверхні, розміщені з 
різних сторін від вертикальних координатних площин (рис.3) мають явні 
різні рівняння 2 2 ,y a x   тому даний інтеграл по поверхні обчислимо як  
 
Рис. 4. Вигляд циліндра. 
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суму інтегралів 1, 2I I  за її складовими 1 2,S S . Використовуємо формулу (22), 
розуміючи заданою поверхню рівнянням ( , )y y x z . Тоді  
   
2 2
2 2
1 .x z
a
dS y y dxdz dxdz
a x
    

 
 Відповідно, 1 2
2 2 2 2
2
xz xzD D
zdxdz z
I I I a a dxdz
a x a x
 
       
  
   
2 2 2 2
0
2 1 2 1
h a
ABCD a
z z
a dxdz a dz dx
a x a x
   
          
    
    
   
2
0 0 0
2 arcsin 2 2 2 2 4 .
2
hx ah h
x a
x z
a x z dz a a z dz a az ah a h
a

 


   
           
  
   
 Тут прямокутник ABCD  є спільною проекцією поверхонь 1 2,S S  на 
площину .XOZ  
Приклад  2. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні 
S, де S  частина площини (р), яка відтинається координатними площинами: 
 3 2 6 , ( ) : 2 2 6 0.
S
x y z dS p x y z     
 
 Розв'язування. 
 Використовуємо формулу (22), тому виражаємо 
 6 2 2 , 2, 2,x yz x y z z            
2 2
1 2 2 3 .ds dxdy dxdy     
 
 Зобразимо поверхню, записавши площину у відрізках: 
2 2
2 2 6 1 1,
6 6 6 3 3 6
x y z x y z
x y z            
тобто точки      3,0,0 , 0,3,0 , 0,0,6A B C , які належать осям координат, також 
належать площині (рис. 5 а). Поклавши 0,z   на площині XOY  маємо область 
54 
 
OAB інтегрування для подвійного інтеграла (рис. 5 б), для якої
0 3, 0 3 .x y x      
 
 
A(3;0;0) 
B(0;3;0) 
C(0;0;6) 
a) 
A(3;0) 
X 
Y 
B(0;3) 
0 
б) 
 
Рис. 5 а), б). Площина в просторі та її проекція на .XOY  
 
 Маємо  
   
3 3
0 0
3 2 6 3 2 36 12 12 3
x
S
x y z dS dx x y x y dy

           
        
3 3 3
2
0 0 0
3 36 9 14 3 36 3 9 3 7 3
x
dx x y dy x x x x dx

             
    
3
3 2
2 32 3
0 0
7
3 108 63 9 7 3 3 108 63 3 3
2 3
x
x x x dx x x x
 
            
 
  
9 351
3 108 3 63 3 27 7 27 .
2 2
 
         
 
 
 Приклад 3. Обчислити інтеграл  2 2
S
y z dxdy , де S  верхня сторона 
поверхні 
21z x  , що відтинається площинами 0, 1y y  . 
Розв'язування.  
Для орієнтовної поверхні S, заданої рівнянням  
𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦 ,  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷𝑥𝑦 ⊂ ℝ
2 , 
де 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧 − неперервна функція на даній поверхні, нормаль до поверхні 
утворює гострий (тупий) кут з віссю 𝑂𝑍 справедлива формула  
 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
 
𝑆
= ±  𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦
 
𝐷𝑥𝑦
,                      (23) 
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де знак «плюс» («мінус») береться, коли нормаль до поверхні σ утворює 
гострий (тупий) кут з віссю 𝑂𝑍.  
 Проекцією поверхні на площину XOY  є прямокутник: 1 1, 0 1x y    
(рис. 6). 
 
Рис. 6. Вигляд орієнтовної поверхні. 
 
 Враховуючи, що нормаль n  утворює гострий кут з віссю ,OZ  за 
формулою (23) маємо 
     
1 12
2 2 2 2 2 2
1 0
1 1
xyS D
y z dxdy y x dxdy dx y x dy

 
        
 
     
1 1 1
1 13 3 3
2 2
1 10 1 0
4 4 4
2 2.
3 3 3 3 3 3
y x x
y x y dx x dx x x
  
      
               
      
   
 Приклад 4. Обчислити потік векторного поля 2F xi j xz k    через 
поверхню 2 2 2 1,x y z    0, 0, 0.x y z     
 Розв'язування.  
Фізичний зміст  [5] поверхневого інтеграла другого роду . Нехай 
𝐹  𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑖 + 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑗 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑘   
є швидкість рідини або газу, що протікає через обрану сторону поверхні 𝑆  . Тоді 
об’єм потоку рідини або газу, що протікає за одиницю часу через поверхню S, 
знаходять за формулою 
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 =  𝑃𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑄𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑅𝑑𝑥𝑑𝑦 =  𝐹 
 
𝑆
 
𝑆
∙ 𝑛 𝑑𝑆,                 (24) 
де 𝑛 = cos 𝛼 𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝛽 𝑗 + 𝑐𝑜𝑠𝛾𝑘  − одиничний нормальний вектор, формула (24) 
задає поверхневий інтеграл другого роду.  
 Поверхня являє собою частину сфери, розміщену в першому октанті 
(рис. 7). Позначимо її проекції на координатні площини відповідно 
, , ,yz xz xyD D D  які будуть чвертями кругів радіуса 1. 
 
 
 
 
  
Рис. 7. Сфера в просторі. 
 Тоді  
2
S S
F ndS xdydz dxdz x z dxdy       
 2 2 2 2 1 2 31 1
yz xz xyD D D
y z dydz dxdz x x y dxdz I I I            . 
 Обчислимо окремо кожний з інтегралів. 
 
3
2 212
2 2 2
1 2 2 2
0 0
cos
1sin 1
1 1
02 3 6
yzD
y  
z  
I y z dydz d d
y z
dydz d d
;
 
   
   

  


          
 

 
 
 
 
 
 
 
2
1
4
xz
D
I ,dxdz     (це просто площа чверті круга), 
O 
y 
z 
x 
 
D y z  
D x y  
D x z  
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   
12
2
3 2 2 2
0 0
2 2
cos
sin
cos 11
xyD
x  
y  
I dxdy d d
y
dxdy d d
x x y
x
 
 
     

  


      
 

     
 
12 2
2 4 3 5
0 0 0
11 1
cos cos
03 5
d d d
 
           
    
     
    
  
 
2
2
0
2 2 2
cos sin
15 15 15
0
d .


      
 Отже, 1 2 3
2 5 2
6 4 15 12 15
I I I I
  
        . 
 Якщо поверхня замкнена, додатним напрямком нормалі до поверхні 
прийнято вважати зовнішню нормаль. 
Приклад 5. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню 
піраміди за формулою Остроградського-Гаусса, якщо 
,4)()13()( kzjzxyixMa

  ( ) : 2 2 6p x y z   . 
 Розв’язування.  
Теорема. Нехай правильна замкнена область 𝐺 обмежена гладкою або 
кусково-гладкою поверхнею  𝑆, а функції       , , , , , , , ,P x y z Q x y z R x y z  − 
неперервні разом із своїми частинними похідними першого порядку в даній 
області. Тоді має місце така формула: 
S G
P Q R
Pdydz Qdxdz Rdxdy dxdydz
x y z
   
     
   
              (25) 
(інтегрування проводиться по її зовнішній стороні), яка називається 
формулою Остроградського-Гаусса. 
 Обчислюємо дивергенцію 
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3 1 4 8,
P Q R
diva
x y z
  
      
  
 
тоді 
   3 1 1 4 8 ,
S S G
Pdydz Qdxdz Rdxdy x dydz y z dxdz zdxdy dxdydz            
тобто маємо 8 об’ємів піраміди (рис. 5а)), обмеженої координатними 
площинами і площиною 2 2 6 0x y z    . За відомою формулою 
. .
1
,
3
пір оснV S Н   площа основи є площею прямокутного трикутника ,AOB  
1 1 9
3 3 ,
2 2 2
S OA OB       а висотою 6.H OC   Отже, .
1 9
6 9,
3 2
пірV    
відповідно,  
   3 1 1 4 8 8 9 72.
S G
x dydz y z dxdz zdxdy dxdydz           
Зауваження. Інтеграл 
G
dxdydz  можна обчислити, як потрійний, звівши 
його до визначених інтегралів, а саме (межі змінювання див. рис. 5): 
 
6 2 23 3 3 3
0 0 0 0 0
6 2 2
x yx x
G
dxdydz dx dy dz dx x y dy
  
           
    
33 3
22 2
0 00
6 2 18 6 6 2 3
x
y xy y dx x x x x dx

            
 
3
33
2
0
32 27
18 6 54 54 18 9.
3 3 3
xx
x x
 
         
 
 
 
Приклад 6. Застосовуючи формулу Стокса, обчислити 
 
3
2 2 32x
L
e dx z x y dy yz dz   , 
де L  замкнена лінія ,OCBAO  (рис. 8) перетину поверхонь 
2 2 , 0, 2, 0, 1.z x y x x y y       
Розв’язування. 
За формулою Стокса 
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     , , , , , ,
L
P x y z dx Q x y z dy R x y z dz    
cos cos cos
S
R Q P R Q P
ds
y z z x x y
  
          
          
          

                 (26) 
потрібно обчислити rot
i j k
a
x y z
P Q R
  

  
за формулою (20) та перейти до 
обчислення поверхневого інтеграла 2-роду.  
 
Рис. 8. Вигляд поверхні. 
 За умовою задачі        
3
2 2 32, , , , , , , ,xP x y z e Q x y z z x y R x y z yz    , 
тоді  
 
     
3
3 2 2 2 22
3
2 2 32
rot 0 0 3 0
x
i j k
a z x y i j xz x y k
x y z
e z x y yz
    
          
    

2 23 .xz x y k   
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 За формулою (26) 
2 23 .
S
I xz x y dxdy   Виберемо за S  частину даної 
конічної поверхні 2 2 ,z x y   обмеженої контуром L . Тоді, інтегруючи по 
нижній частині вказаної поверхні та здійснюючи обхід контура L  в напрямку, 
протилежному до заданого в умові, маємо 
2 2 2 2 2 23
S S
I xz x y dxdy x x y x y dxdy         
   
1 1 1
1 2
2 2 3 2
0 0
3 3
OA B C O
x x y dxdy dy x xy dx          
 
2 1
1 14 2 2 2
2
0 00 0
2
3 3 4 2 3 4 14.
4 2 3
x x y y
dy y dy y
   
             
   
   
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Частина ІІ 
Теорія рядів 
 
 2. 1. Індивідуальні завдання 
 
Варіант 1 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
а) 

 1
3
;
32n nn
n
    б) 








1
;
49
10
n
n
n
n
 в)

2
5
;
ln
1
n nn
     г) 

 

1
3
.
7109
34
n nn
n
 
2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 











1
2
1 ;
49
1
)1(
n
n
n
n
             б) 

 


1
.
)!3(
1
)1(
n
n
n
n
 
 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
 а) 

 1
;
)1(
2
n
nn
nn
x
    б) 

1
2
.
)!5(
)!(
n
nxn
n
 
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
а) 0001,0,22,1ln  ;   б) 001,0,3,0cos  . 
5. Обчислити інтеграл  
2
0,1
6
0
xe dx  з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння .4,
2
1
)0(;arcsin  kyxyy  
7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію
0, 0,
( ) ,
1, 0
x
f x
x x


  
 
  
задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію xexf )( , задану на 
інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
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Варіант 2 
1. Дослідити на збіжність знакододатні  числові ряди: 
а) 



1
5
;
)!2(3
n
n
n
n
          б) 







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n
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


1
2
2
;
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n n
n
          г)

 1 3
.
2
1
n n
 
2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 





1
1 ;
3)1(
1
)1(
n
n
n
n
       б) 





1
3
1
.
)12(
)1(
n
n
n
 
 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
 а) 

 

1
2
;
1
2
n
nn
n
x
              б) 

 

1
.
)1ln(2
)1(
n
n
n
n
x
 
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
а)   0001,0,
5
sin  ;   б) 001,0,2ln  .  
5. Обчислити інтеграл 
0,5
3
0
1 x dx  з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння .3,
2
1
)0(;sin22  kyxyyxy  
 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію
22 , 0,
7( )
0, 0 ,
x x
f x
x


    
 
 
задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію xxf 3)(  , задану на 
інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
 
Варіант 3 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
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а) 



1
1
;
)!1(
5
n
n
n
      б) 











1
)1(
;
1
1
n
n n
n
n
          в) 

 1 2
;
1
1
n n
     г) 

 

1
.
3
4
ln
n n
n
 
2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 





1
1 ;
)3)(1(
2
)1(
n
n
nn
       б) 



1
.
3
cos)1(
n
n
n 
 
 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
а) ;
)1(
2
1


 

n
nx
nn
n
    б) 

 

1
.
)1(ln
)3(
n
n
n
n
x
 
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
а) 0001,0,
1

e
;   б) 001,0,10sin   . 
5. Обчислити інтеграл 

5,2
0
4 4625 x
dx
 з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння cos 2cos ; (0) 0, 4.y y x y y k      
 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію






,0,37
,0,0
)(


xx
x
xf  задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію 25)(
x
xf  , задану 
на інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
 
Варіант 4 
 1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
а) 

1
3
;
n
ne
n
  б) 




1
1
;
)2(
)1(
n
n
n
n
n
  в) 
2
2
1
;
(ln )n n n


         г) 

 1
.
)2)(1(
1
n nnn
 
2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 

 

1
2
;
)1(
1
tg)1(
n
n
n
       б) 

 


1
.
49
1
)1(
n
n
n
n
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 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
 а) 

 1
;
)13(2
3
n
n
nn
n
x
   б) 



1
2
.
4
12
n
nn x
n
 
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
а) 001,0,
136
1
7
 ;   б) 001,0,
1
3

e
. 
5. Обчислити інтеграл 
0,4
3
0
1 x dx  з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння .3,1)0(;sin 2  kyyxxy  
 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію
4 10, 0,
( )
0, 0 ,
x x
f x
x


   
 
 
 задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію 2)2()(  xxf , задану 
на інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
 
Варіант 5 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
а) 

 1
5
;
)!1(n n
n
         б) 










1
2
2
;
47
12
n
n
n
n
        в) ;
2
1ln
1










n n
       г) 

 1 2
.
1)12(
1
n n
 
2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 






2
2
1 ;
1
2
)1(
n
n
n
n
   б) 



1
5
.
4
)1(
n
n
n n
  
 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
а) ;
!1


n
n
n
x
n
n
      б) 




1
1
.
4
)1(
n
n
n
n
x
 
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
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а) 0001,0,
100
sin 

;  б) 001,0,904  . 
 5. Обчислити інтеграл 
0,5
2
0
arctgx x
dx
x

  з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння ; (0) (0) 1, 4.y xyy y y k       
 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію







,0,
5
21
,0,0
)(


xx
x
xf задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію 2)12()(  xxf , 
задану на інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
 
Варіант 6 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
а) ;
)!12(2
)13(1074
1


 

n
n n
n
    б) 








1 2
2
;
53
2
n
n
n
n
     в) 

 1 6
2
;
10n n
n
     г) 

 1
.
)1(
1
n nn
 
2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 





1
1 ;
52
!
)1(
n
nn
n n
       б) .
2
tg)1(
1




n
n
n
 
 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
а) 

 1
;
)1(
!3
n
n
n
n
x
n
n
   б) 

 

1
.
12
)12(
n
n
n
x
 
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
а) 001,0,108010  ;  б) 0001,0,
1

e
. 
 5. Обчислити інтеграл 
1
0
arctg
2
x
dx
 
 
 
  з точністю до 001,0 . 
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 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння .4,1)0(,0)0(;0  kyyyyx  
 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію
13 , 0,
4( )
0, 0 ,
x x
f x
x


    
 
 
задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію 46)(
x
xf  , задану 
на інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
 
Варіант 7 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
а) 



1
3
;
)!1()!1(
n n
nn
б) 







 






1
;
1
13
2
2
n
nn
n
n
n
n
в) 

 1 9 6
;
5
1
n n
г)  



1
.11
1
n
nn
n
 
2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 

 


1
3
2
;
71
1
)1(
n
n
n
n
       б) 





1
4
1
.
1
)1(
n
n
nn
 
 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
а) 

1
2
;
)!2(
)!(
n
n
n
xn
    б) 



1
.
)2(
n
n
n
x
 
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
а) ln10, 0,0001  ;  б) 001,0,
30
1
3
 . 
 5. Обчислити інтеграл 
1
0
2
4
cos dx
x
 з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння .4,0)0(;  kyxeyy y  
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 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію
0, 0,
( )
5 1, 0 ,
x
f x
x x


  
 
  
 задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію 









,
2
,2cos
,
2
0,1
)(



xx
x
xf  задану на інтервалі ),0(  , продовживши її парним 
або непарним способом. 
 
Варіант 8 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
а) 



1
;
!3
n
n
n
n
n
 б) 








1
;
1
2
2
n
n
n
n
n
      в) 

 

1
2
;
1
2
n n
n
       г) 









1
.cos1
n n

 
2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 

 

1
;
1
sin
)1(
n
n
n
n

       б) .
23
)1(
1
1












n
n
n
n
n
  
 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
а) 

 1 2
;
1
3
n
nn
n
x
   б) 

 

1
.
2)12(
)1(
n
n
n
n
x
 
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
а) 3 , 0,00001e   ;  б) 001,0,36,83  . 
 5. Обчислити інтеграл 
1
0
sin xdxx  з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння .3,1)0()0(;2  kyyxyyy  
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 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію
0, 0,
( )
2 , 0 ,
3
x
f x
x x


  
 
  
задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію  
2
3( ) ,
x
f x e

 задану 
на інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
 
Варіант 9 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
а) 

1
;
10
!
n
n
n
      б) 








1
2
;sin
n
n
n

         в) 
3
22
1
;
(ln )n n n


                    г)  



1
.
!3
n
n
n
n
n
 
 2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 

 

1
2
;
)!4(
)1(
n
n
n
n
      б) 




1
.
2
2
)1(
n
n
n n
 
 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
а) 

 

1
2
;
)1(2
)1(
n
n
n
n
xn
    б) 

 1
.
)5(3
1
n
nn xn
 
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
а) 1arctg , 0,001
2
  ;  б) 001,0,7386  . 
 5. Обчислити інтеграл 
225 2
0
xe
dx
x

  з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння .4,1)1(;32  kyyxy  
 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію
3, 0,
( )
0, 0 ,
x x
f x
x


   
 
 
 задану на відрізку  ,  . 
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 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію ,)( 2xxf   задану на 
інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
 
Варіант 10 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
а) 



1
;
3
)1(
n
n
nn
         б) 






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1
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n
n
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 
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ne      г) 

 1 3 2
.
35
1
n n
 
 2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 










1
;
1
2
)1(
n
n
n
n
n
      б) 

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
1
.
)!34(
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nn
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 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
а) 

 1
;
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n
n
n
x
   б) 





1
12
.
42
)5(
n
n
n
n
x
 
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
а) 3 80, 0,001  ;  б) 001,0,5ln  . 
 5. Обчислити інтеграл dxx
1
0
3cos  з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння .4,
2
)1(,0)1(;sin  kyyyxy

 
 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію 
2 , 0,
3( )
0, 0 ,
x x
f x
x


    
 
 
 задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію ,2)( xxf  задану на 
інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
 
Варіант 11 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
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а) 

1
2
;
)!(
n
nn
n
    б) 







 
1
;
1
3
1
2
n
n
n n
n
    в) 

 

1
2
2
;
1
2
ln
n n
n
    г) 

 1 2
.
910
1
n n
 
 2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 










1
2
;
1
1
)1(
n
n
n
n
n
      б) 



2
.
ln
)1(
n
n
nn
  
 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
а) 








1
;
21n
n
x
n
n
   б) 



1
12
.
)12()!12(n
n
nn
x
 
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
а) 001,0,2 e ;  б) 001,0,2cos   . 
 5. Обчислити інтеграл 
1,0
0
)1ln(
dx
x
x
 з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння .4,1)0(,2)0(;2  kyyyxyy  
 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію. 
0, 0,
( )
2 3, 0 ,
x
f x
x x


  
 
  
 задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію ,)( xexf   задану 
на інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
 
Варіант 12 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
а) 

 1
;
)12(5
2
n
n
n
n
       б) 
 


 1
;
)5ln(
10
n
n
n
n
 в) 

 1 2
;
35
1
n n
       г) 

 

1
2
.
4
2
n nn
n
 
 2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 









1
2
;
1
1ln)1(
n
n
n
n      б) .
15
4
1
n
n n
n










   
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 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
а) 

 1
;
2)23(
3
n
n
nn
n
x
  б) 

 

1
2
.
)1ln()1(
)3(
n
n
nn
x
 
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
а) 0001,0,3ln  ;   б) ch2, 0,0001  . 
 5. Обчислити інтеграл 
1
0
2sin dxx  з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння .5,0)0(,1)0(;0  kyyyyxy  
 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію 
7 1, 0,
( )
0, 0 ,
x x
f x
x


   
 
 
 задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію ,)1()( 2 xxf
задану на інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
 
Варіант 13 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
а) 



1
3
;
)!2(
)12(
n n
n
 б) 








1
2
;
12
1
arctg
n
n
n
   в) 

 

1
2
;
4
12
n n
n
    г) 

 1 2
.
)310(ln)310(
1
n nn
 
 2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 





1
1
;
)!23(
)1(
n
n
n
      б) 





1 5
3
1
.
)1(
)1(
n
n
nn
  
 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
а) 

 1 2
;
3)12(
2
n
n
nn
n
x
  б) 

 

1
.
3
)5(
n
n
n
n
x
 
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
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а) sin1, 0,00001  ;  б) 1,3, 0,001  .  
 5. Обчислити інтеграл 
5,0
0
cos1
dx
x
x
 з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння ; (0) 0, 4.
yy xy e y k      
 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію 
0, 0,
( )
3 8 , 0 ,
x
f x
x x


  
 
  
 задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію ,3)( 2
x
xf

 задану 
на інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
 
Варіант 14 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
а) 

 1
;
)!1(n
n
n
n
       б) 








1
;
15
sin
n
n
n

           в) 

 1 3
;
)34(
1
n n
      г) 

 1 2
.
4
1
n n
  
 2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 











1
1 ;
72
1
)1(
n
n
n
n
                 б) 

 


4
2
.
1
3
)1(
n
n
n
n
 
 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
а) 

 1
;
3n n
n
n
x
   б) .
9
)1(
1
2


 

n
n
n
n
x
  
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
а) 5 34, 0,001  ;  б) 001,0,
2
5ln  . 
 5. Обчислити інтеграл 
5,0
0
2
2arctg
dx
x
x
  з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння .3,2)1(;22  kyyxy  
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 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію 
2 11, 0,
( )
0, 0 ,
x x
f x
x


   
 
 
 задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію 
2( ) ,xf x e задану на 
інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
 
Варіант 15 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
а) 

1
;
!4
5
n
n
n
         б) 

 

1
;
5
)1(
2
2
n
nn
n
n
n
 в) 

 1 3
;
1n n
n
      г) 

 1
.
17
1
n n
 
 2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 




1
;
3
5
)1(
n
n
n n
         б) 






1
1 .
)2(
12
)1(
n
n
nn
n
 
 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
а) 

1
;
!n
n
n
xn
   б) 



1
2
.
2
)2(
n
n
n
x
  
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
а) 101027, 0,001  ;  б) 001,0,
2
3ln  . 
 5. Обчислити інтеграл 
0,4
4
0
x
xe dx

   з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння .3,1)0(;22  kyyxxy  
 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію  







,0,2
5
,0,0
)(


xx
x
xf  задану на відрізку  ,  . 
 2.8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію 
3( ) ,xf x e задану 
на інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
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Варіант 16 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
а) 

 

1
;
7
13
n
nn
n
   б)








1
2
;
3
1
arcsin
n
n
n
     в) 

 1 3
2
;
2n n
n
     г) 

 1 3
.
)85(ln)85(
1
n nn
  
 2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 






1
1 ;
)1(
12
)1(
n
n
nn
n
      б) 

 

1
3
.
1
)1(
n
n
n
  
 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
а) ;!
1
n
n
xn 


   б) 





1
3
.)2(
1
2
n
nx
n
n
  
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
а) 3 , 0,001e   ;   б) 001,0,10cos   . 
 5. Обчислити інтеграл  
5,0
0
2 )1ln( dxx  з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння .3,4)0(;  kyyey x  
 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію 
0, 0,
( )
10 3, 0 ,
x
f x
x x


  
 
  
 задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію ,)1()( 2 xxf
задану на інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
 
Варіант 17 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
а) 



1
;
)!2(
n
nn
n
         б) 








1
3
;
5
tg
n
n
n

   в) 

 

1
;
)1(
3
n nn
n
    г) 

 1
.
)25ln()25(
1
n nn
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 2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 



1
3
1
;
)1(
n
n
nn
        б) 





1
1 .
)!1(
)1(
n
n
n
n
  
 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
а) 

1
;
10
n
nn
n
x
               б) 










1
.
1
1ln
)2(
n n
n
n
n
x
  
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
а)  arctg , 0,00110   ;  б) 001,0,703  . 
 5. Обчислити інтеграл 
20,4 3
4
0
x
e dx

  з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння .3,1,0)0(;2  kyyxyy  
 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію 
5 , 0,
( )
0, 0 ,
x x
f x
x


   
 
 
 задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію ,5)( xxf  задану на 
інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
 
Варіант 18 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
а) 

1
;
3
2
sin
n
n
n

     б) 
 


 1
;
)3ln(
1
n
n
n
 в)  

 

1
2
;
36
6
n n
n
    г) 

 

1
2
.
1
13
n n
n
  
 2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) ;
3
5
)1(
1
n
n
n n 


       б) 
4
2
( 1)
.
(ln )
n
n n n



   
 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
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а) 
1
!
;
n
n
n
n x
n


                  б)
1
( 3)
.
11
n
n
n
x


   
 4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
а) 
1
2 , 0,001e   ;   б)sin18 , 0,001  . 
 5. Обчислити інтеграл 
0,25
0
ln(1 )x dx  з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння .3,
2
)(,1)(;sin  kyyyey y

  
 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію 
0, 0,
( )
3 1, 0 ,
x
f x
x x


  
 
  
 задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію 4( ) ,
x
f x e

 задану 
на інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
 
Варіант 19 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
а) 

 1
;
)!3(5
!
n
n n
n
        б) 







 
1
;
2
12
2
n
n
n
n
 в) 

 1 5 4
;
)13(
1
n n
    г) 

 

1
2
.
53
12
n n
n
 
 2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 





1
1 ;
13
)1(
n
n
n
n
                       б) 


 
1
2
1
.
2)1(
n
nn
n
 
 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
а) 

1
2
;
n
n
n
x
    б) 

 1 2
3
.
)1(8n n
n
n
x
  
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
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а) 
1
5 , 0,0001e 

 ;   б) 3 500, 0,001  . 
 5. Обчислити інтеграл 
0,2
0
xxe dx  з точністю до 001,0 . 
 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння .5,1)0(;1
1 2


 ky
y
x
y  
 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію 
0, 0,
( ) ( )
, 0 ,
2
x
f x x
x

 
  
    
 задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію 2( ) 3 ,
x
f x

 задану 
на інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
 
Варіант 20 
1. Дослідити на збіжність знакододатні числові ряди: 
а) 

 

1
2
;
)!1(
3
n n
n
           б) 
 


 1
3
;
)1ln(
1
n
n
n
  в) 

 

1
2
;
25
5
n n
n
          г) 

1
.
3
2
sin
n
n

 
 2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність дані знакопереміжні ряди: 
а) 

 

1
;
3)12(
)1(
n
n
n
n
        б) 





1 2
3
1 .
)1(
1
)1(
n
n
n
 
 3. Знайти область збіжності степеневого ряду. 
а) 

1
;
n
n
n
x
     б) 

1
3
.
n
nx
n
  
4. Обчислити вказану величину наближено з точністю до  , 
використовуючи відповідним чином підібрані функції. 
а) 
1
6 , 0,001e   ;   б) 3 127, 0,001  . 
 5. Обчислити інтеграл 
2,0
0
cosxdxx  з точністю до 001,0 . 
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 6. Знайти k  членів розкладу в степеневий ряд розв’язку диференціального 
рівняння .3,
3
)0(,1)0(;cos  kyyxyyy

 
 7. Розкласти в ряд Фур’є періодичну (з періодом 2  ) функцію 
5 1, 0,
( )
0, 0 ,
x x
f x
x


   
 
 
 задану на відрізку  ,  . 
 8. Розкласти в тригонометричний ряд Фур’є функцію ,sh)( xxf   задану 
на інтервалі ),0(  , продовживши її парним або непарним способом. 
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 2.2. Розв’язування типових прикладів 
 2.2.1. Збіжність числових рядів 
 Приклад 1. Дослідити на збіжність ряди з додатними членами: 
 1) 
3
1
5
;
10 20n
n
n n



 
   2) 
 
3
1
7 2 !
;
n
n
n
n



   3) 
2
1
2
;
5 1
n
n
n
n


 
 
 
  
 4) 
2
1
1
;
16n n

 
   5)  
2
ln
n
n
n


 . 
 Розв’язування. 
1) Використовуємо ознаку порівняння в граничній [1] формі. 
Друга ознака порівняння (в граничній формі). Якщо існує скінченна та 
не рівна нулеві границя 
 ,lim k
v
u
n
n
n







                                                     (1) 
тоді два ряди 

1n
n
u і 

1n
n
v одночасно є збіжними або розбіжними 
Будуємо величину, еквівалентну nu  при n : 
3 3
5 1
~ .
10 20
n n
n n
u
n n n n


  
 
 
Отже, як ряд порівняння вибираємо гармонічний ряд 
1
1
n n


 , він є 
розбіжним. Обчислюємо границю відношення n
n
u
v
: 
 
 
23
3
2 3
5 5
1510 20lim lim lim lim 1 0 1 .
1 10 2010 20
1
n
n n n n
n
n
n nu n n n
v n n
n n n
   

       
   
 
 За ознакою порівняння буде розбіжним і ряд 
3
1
5
.
10 20n
n
n n



 
  
2) Для дослідження ряду на збіжність застосуємо ознаку Даламбера. 
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Ознака Даламбера. Якщо для ряду з додатними членами 
1
n
n
u


 існує  
,lim 1 D
u
u
n
n
n





 

                                             (2)
 
тоді ряд збіжний при 1D , а при 1D  ряд розбігається. 
 
   
   
 
31 3
1
3
7 3 ! 2 ! 3
lim lim lim7
7 2 ! 1 2 !1
n
n
nn n n
n
n n nu n n
u n n nn


  
    
     
   
 
3
lim7 3 ,
1n
n
n
n
 
     
 
  Значить,  ряд розбігається. 
 3) Для дослідження ряду на збіжність застосуємо радикальну ознаку Коші 
 Ознака Коші.  Якщо  для ряду з додатними членами 
1
n
n
u


 існує  
,lim Cun
n
n

                                                 (3) 
тоді  ряд збігається  при 1C  та розбігається при .1C  
Загальний член ряду 
2
2
0,
5 1
n
n
n
u
n
 
  
 
 отже, ряд знакододатний. 
Визначимо границю за формулою (3) 
2
2 2 2
2 2 2 2 4
lim lim lim lim 1,
15 1 5 1 5 25
5
n
n n
n
n n n n
n n
u
n n
n
   
 
      
           
       
 
 
тому ряд збігається. 
 4) Для дослідження ряду на збіжність застосуємо інтегральну ознаку 
Коші [1], [2]. 
Інтегральна ознака (Коші). Якщо функція )(xf  визначена  в проміжку 
 x1  і при 1x a   неперервна, додатна і спадна, то для того щоб 
збігався числовий ряд  
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1
( ) (1) (2) ... ( ) ...,
n
f n f f f n


      
необхідно і достатньо, щоб збігався невласний інтеграл .)(

a
dxxf
 
 Функція 
2
1
( )
16
f x
x
 

визначена, неперервна, монотонно спадна для 
1x a  , тому досліджуємо за ознакою невласний інтеграл 1-го роду 
  2 2 1
1 1 1
1 1
lim lim arctg
16 16 4 4
|
b
b
b b
dx x
f x dx dx
x x
 
 
   
   
1 1 1 1
lim arctg arctg arctg .
4 4 4 4 2 4b
b
Const


   
       
   
 
 Отже, інтеграл збігається, а, значить, збігається і числовий ряд. 
 5) Загальний член ряду  
   
ln ln
0 .n
n x
u f n f x
n x
      
 Аналогічно прикладу 4) обчислимо інтеграл цієї функції 
   
2 2 2
2 2 2
2
ln ln
lim lim ln ln
1 1
lim ln lim ln ln 2 .
2 2
b b
b b
b
b b
x x
dx dx x d x
x x
x b

 
 
   
    
  
 
 Інтеграл розбіжний, отже, за інтегральною ознакою Коші, ряд теж 
розбіжний. 
 Приклад 2. Дослідити збіжність знакопереміжних рядів. У разі збіжності 
ряду дослідіть його на абсолютну та умовну збіжність. 
1) 
3
1
sin
;
n
n
n


    2)  
1
2
1 tg ;
n
n n


     3) 1
1
3
( 1) ;
8 7
n
n
n n



 
  
 
   
4)  
 
1
1
1
1 ;
2 1 7
n
n
n n



 
 
   5)  
1
1
1 .
6 5
n
n
n
n





  
 Розв’язування. 
Числовий ряд виду 
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1
1 2 3 4
1
... ( 1) ... ( 1) ,n nn n
n
u u u u u u



          
де ),3,2,1(0  nu
n
, називають знакопереміжним рядом. 
Теорема (ознака Лейбніца). Знакопереміжний ряд збіжний, якщо 
абсолютні величини його членів монотонно не зростають, а загальний член 
прямує до нуля, тобто: 
1) 
1 , 1, 2, ...n nu u n   ; 
2) .0lim 

n
n
u
 
Знакопереміжний ряд 1
1
( 1)n n
n
u



  збіжний, якщо є збіжним ряд із 
абсолютних величин  
1 2 3
1
... ... ,n n
n
u u u u u


       
при цьому випадку початковий ряд називається абсолютно збіжним. Ряд 
1
1
( 1)n n
n
u



 називають умовно збіжним, якщо ряд 

1n
n
u  розбіжний, але 
виконуються умови ознаки Лейбніца.  
 1) 
3
1
sin
n
n
n


 . 
Загальний член ряду 
3
sin
n
n
u
n
  залежно від n може бути як додатним, так і 
від’ємним. Отже, ряд 
3
1
sin
n
n
n


  — знакозмінний. Побудуємо ряд із абсолютних 
величин його членів: 
3
1
sin
.
n
n
n


  Цей ряд буде знакододатним 3
sin
0 ,n
n
u
n
 
  
 
 
так що для дослідження його на збіжність можна використати ознаки збіжності 
знакододатних рядів. Скористаємося ознакою порівняння рядів: 
3 3 3
1
sin 1 1
n n
n
n
u v
n n n


      
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 Ряд Діріхле 
3
1
1
n n


  збіжний, так як 3 1.    Отже, за ознакою порівняння 
ряд із абсолютних величин 
3
1
sin
n
n
n


  збігається, тому збігається і ряд 3
1
sin
n
n
n


 , 
причому збігається абсолютно. 
2)  
1
2
1 tg .
n
n n


  
 Із вигляду загального члена ряду  
2
1 tg
n
nu
n
  бачимо, що цей ряд 
знакопереміжний. 
 Дослідимо збіжність ряду із абсолютних величин 
1
2
tg .
n n


  
 Одержаний ряд знакододатний. Застосуємо до нього ознаку порівняння, 
порівняємо із розбіжним рядом Діріхле 
1
1
n n


  (враховуємо еквівалентність 
2 2
tg , )n
n n
 . 
Обчислюємо границю відношення n
n
u
v
: 
2
tg
2
lim lim lim 2 .
1
n
n n n
n
u nn Const
v n
n
  
     
Отже, за ознакою порівняння ряд 
1
2
tg
n n


  — розбіжний, а отже, ряд 
 
1
2
1 tg
n
n n


  абсолютно збіжним не буде. 
Оскільки досліджуваний ряд є знакопереміжним, то перевіримо для нього 
виконання умов ознаки Лейбніца: 
1) 1
1 1
tg tg
1
n nu u
n n
  

 — виконується; 
2) 
1
lim limtg 0n
n n
u
n 
   — виконується. 
 Отже, за ознакою Лейбніца даний ряд є збіжним, але його збіжність 
умовна. 
84 
 
 3) 1
1
3
( 1)
8 7
n
n
n n



 
  
 
 . 
 Дослідимо ряд, що складений із абсолютних величин членів даного ряду 
1
3
.
8 7
n
n n


 
 
 
  
 Застосуємо радикальну ознаку Коші: 
3 3
lim lim lim 0 1
8 7 8 7
n
n n
n
n n n
a
n n  
 
    
  
, тобто ряд 
1
3
8 7
n
n n


 
 
 
  збігається. 
 Значить, даний знакопереміжний ряд 1
1
3
( 1)
8 7
n
n
n n



 
  
 
 збігається 
абсолютно. 
 4)  
 
1
1
1
1 .
2 1 7
n
n
n n



 
 
  
 Дослідимо ряд, що складається із абсолютних величин членів даного ряду 
 1
1
2 1 7nn n

  
  
 Застосуємо ознаку Даламбера: 
 
 
1
1
1
12 1 7 1 2 1 1 1
lim lim lim lim 1
22 3 7 7 2 3 7 7
1
n
n
nn n n n
n
nu n n
u n n
n

   
  
    
   
, 
тобто ряд 
 1
1
1 3nn n

  
  збігається. Значить, даний знакопереміжний ряд 
збігається абсолютно. 
 5)  
1
1
1 .
6 5
n
n
n
n





  
 Ряд із абсолютних величин 
1 6 5n
n
n

 
  розбіжний, оскільки не виконується 
необхідна умова збіжності 
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1
lim lim 0.
6 5 6
n
n n
n
u
n 
  

 
 За ознакою Лейбніца теж 2-а умова не виконується (вона є такою, як 
необхідна умова). Отже, ряд  
1
1
1
6 5
n
n
n
n





  розбіжний. 
 2.2.2.Степеневі ряди, їх застосування 
 Приклад 1. Знайти області збіжності степеневих рядів. 
 1) 
1
;
5
n
n
n
nx

     2)  2
1
4
1
n n
n
x
n

 
 ;   3) 
 1
.
2
n
n
n
x

 
  
 Розв’язування. 
Степеневим рядом називається функціональний ряд вигляду  
0
0
( ) ,nn
n
a x x x


  , 
де числа 
0 1, ,..., ,...na a a  називають коефіцієнтами ряду. 
 Для дослідження степеневого ряду на збіжність [1] потрібно знайти його 
інтервал збіжності і з’ясувати збіжність цього ряду на кінцях його інтервалу 
збіжності. Для знаходження радіуса збіжності  степеневого ряду (випливає із 
ознаки Даламбера) використовують формулу 
1
lim



n
n
n a
a
R                                                    (4) 
У випадку, коли існує n n
n
a

lim , (випливає із радикальної Коші) 
застосовують формулу 
n
n
n
a
R 
 lim
1
,                                                (5) 
Інтервал  RxRx 
00
,  називається інтервалом збіжності, а R − 
радіусом збіжності ряду. Якщо 0R , то ряд збігається при ;
0
xx   якщо 
R , то при всіх .x  
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Зауваження. Область збіжності часто досліджують за допомогою 
безпосереднього використання ознак. 
1) 
1
.
5
n
n
n
nx

  
Порівнюючи загальний член даного ряду  
5
n
n n
nx
u x   із загальним членом 
стандартного степеневого ряду ,
n
na x  встановлюємо, що даний ряд є степеневим 
із коефіцієнтом .
5
n n
n
a   
 Знаходимо радіус збіжності ряду (формула 4): 
 
1
1
5
lim lim 5lim 5,
5 1 1
n
n
nn n n
n
a n n
R
a n n

  

   
 
 
 5; 5  — інтервал збіжності ряду. 
 На кінцях інтервалу збіжності, тобто при 5,x    маємо розбіжні ряди 
1n
n


  та  
1
1 ,
n
n
n


  для яких, очевидно, не виконується необхідна умова 
збіжності. Отже,  5; 5x   є областю збіжності даного степеневого ряду. 
 2) 2
1
4
.
1
n n
n
x
n

 
  
 Для даного степеневого ряду  скористаємося ознакою Даламбера: 
2
4
1
n n
n
x
u
n


; 
 
1 1
1 2
4
1 1
n n
n
x
u
n
 
 
 
. 
   
1 1 2 2
1
2 2
4 1 1
lim lim lim4 4 .
41 1 1 1
n n
n
n nn n n
n
u x n n
x x
u xn n
 

  
 
   
   
 
 Інтервал збіжності визначається нерівністю 4 1x  , звідси 
1
4
x  ; 
1 1
4 4
x   . 
 Дослідимо граничні точки цього інтервалу.  
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 Для 
1
4
x   одержимо знакододатний числовий ряд 
2
1
1
1n n

 
 . Для 
дослідження цього ряду на збіжність скористаємося інтегральною ознакою 
Коші, 
2
1
( )
1
f x
x
 

визначена, неперервна, монотонно спадна для 1x a  : 
   2 2 1
1 1
lim lim arctg lim arctg arctg1
1 1 2 4 4
|
b
b
b b b
n
dx dx
x b
x x
  

  

      
  
. 
 Інтеграл збігається, значить, збігається і ряд 
2
1
1
1n n

 
 , тому 
1
4
x 
належить області збіжності.  
 Для 
1
4
x    одержимо знакопереміжний ряд 
 
2
1
1
1
n
n n




 . Для його 
дослідження записуємо ряд із абсолютних величин 
2
1
1
1n n

 
 , який  досліджено 
для точки 
1
4
x  . Отже, 
 
2
1
1
1
n
n n




  є абсолютно збіжним, тому точка 
1
4
x   теж 
належить області збіжності.  
 Таким чином, область збіжності ряду − відрізок 
1 1
;
4 4
 
 
 
. 
 1
3) .
2
n
n
n
x

 
  
Побудуємо ряд із абсолютних величин членів даного ряду 
1
.
2
n
n
n
x

 
  
Цей ряд знакододатний. Отже, можна застосувати до нього ознаку 
Даламбера (при цьому х будемо вважати за деякий параметр): 
  ;
2
n n
n
u x
x


  1 1
1
;
2
n n
n
u x
x
 



 
 
 
1 1 1 1 11 ;
2 2
n
n
u x n
u x x n x n
   
 
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 
 
1 1 1 1lim lim 1 .
2 2
n
n n
n
u x
u x x n x

 
  
 
 
За ознакою Даламбера цей ряд буде збіжним, якщо 
2 1, 3,1
1 2 1 ,
2 1 1;2
x x
x
x xx
   
           
 
і розбіжним для  
2 1,1
1 1 1 3.
2 1;2
x
x
xx
 
     
   
 
Залишається дослідити ряд на збіжність у точках 1x   і 3.x   Для 1x   
маємо ряд  
1
1 ,
n
n
n


  а для точки 3x   — ряд 
1
.
n
n


  Ці ряди розбіжні, бо, 
очевидно, що для них не виконується необхідна умова збіжності. Отже, 
областю збіжності функціонального ряду 
1 2
n
n
n
x

 
  буде    ; 1 3; .x     У 
цій області ряд збігається абсолютно. 
 
Застосування степеневих рядів 
Застосування до наближених обчислень 
 Приклад 2. Скільки членів відповідного ряду Маклорена треба взяти, щоб 
обчислити 5 33  з точністю до 0,001? 
Розв’язування. 
Використаємо формулу розвинення біноміальної функції в ряд 
Маклорена 
2
2 3( 1) ( 1)( 2)(1 ) 1 ...
1! 2! 3!
m m m m m m mx x x x
  
        
 
( 1)...( 1)
..., ,
!
nm m m n x m
n
  
                            (6) 
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Розклад (6) має місце в таких випадках: при 0m , якщо  1;1x , при 
01  m , якщо  1,1x , при 1m , якщо  1,1x . 
Перетворимо 5 33  так, щоб застосувати формулу (6). 
5 5 5
1
33 32 1 2 1 .
32
     
 Скориставшись рядом, дістанемо такий збіжний знакопереміжний ряд: 
1
2
5
5
3
1 1 1 1 1 1 1
33 2 1 2 1 1
32 5 32 2! 5 5 32
1 1 1 1 1
1 2 ... .
3! 5 5 5 32
     
                    
     
                    
 
 Для такого ряду похибка у разі обчислення його суми за формулою 
nS S  не перевищує за абсолютною величиною першого із відкинутих членів. 
Обчислюємо за абсолютною величиною члени ряду доти, поки не знайдемо 
такий, що буде менший за 0,001; це і буде перший із відкинутих членів. 
1 2;u   2
1
;
80
u   3
4
0,001.
5 5 1024
u  
 
 
 Отже, для обчислення 5 33  з точністю до 0,001 достатньо залишити два 
члени ряду. Маємо 
5 1 133 2 1 2,013.
5 32
 
    
 
 
 Приклад 3. Використовуючи розклад підінтегральної функції в 
степеневий ряд, обчислити визначений інтеграл з точністю до 0,001.  
1) 
1
0
sin
;
x
dx
x
  2) 
1 2
0
cos
4
x
dx . 
 Розв’язування. 
 1) Скористаємося формулою  
 
 
3 5 7 2 1
1
sin ... 1 ...
3! 5! 7! 2 1 !
n
nx x x x
x x
n


        

 
90 
 
 Запишемо ряд для підінтегральної функції 
sin
( )
x
f x
x
 . 
 
 
2 4 6 2 2
1sin
1 ... 1 ...
3! 5! 7! 2 1 !
n
nx x x x x
x n


        

 
 Він збігається на всій числовій осі, тому його можна усюди почленно 
інтегрувати. Значить, 
 
 
1 1 2 4 6 2 2
1
0 0
sin
1 ... 1 ...
3! 5! 7! 2 1 !
n
nx x x x x
dx dx
x n

 
          
 
 
3 5 7
1
0
1 1 1
... 1 ...
3 3! 5 5! 7 7! 18 600 35280
|
x x x
x
 
          
   
 
1 0,0556 0,0017 0,00003... 0,946.      
 Так як четвертий член одержаного знакозмінного ряду менше 0,001  , 
то ми відкинули всі члени ряду, починаючи з четвертого. 
 Значить, 
1
0
sin
0,946
x
dx
x
 . 
 2) 
1 2
0
cos .
4
x
dx  
 Скористаємося формулою  
 
2 4 2
cos 1 ... 1 ...
2! 4! 2 !
n
nx x x
x
n
        
 Запишемо ряд для підінтегральної функції: 
 
 
2 4 2
2 2 2
2 4 4 4
cos 1 ... 1 ...
4 2! 4! 2 !
n
n
x x x
x
n
     
     
             
 Він збігається на всій числовій осі, тому його можна усюди почленно 
інтегрувати. Значить, 
1 12 4 8 5 9
1
0
0 0
cos 1 ... ...
4 16 2! 256 4! 5 32 9 256 24
|
x x x x x
dx dx x
   
           
       
 
1 1
1 ... 0,994.
160 55296
      
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Наближене інтегрування диференціальних рівнянь 
 Приклад 4. Знайти розклад у степеневий ряд за степенями  1x   
розв’язку диференціального рівняння 
32y x y   ,  1 1y   (записати три 
перших відмінних від нуля члени цього розкладу). 
 Розв’язування. 
 Частинний розв’язок [1] 𝑦(𝑥) рівняння 𝑦′ = 𝑓 𝑥, 𝑦 , який задовольняє 
початкову умову 𝑦 𝑥0 = 𝑦0 шукають у вигляді розкладу в ряд 
𝑦 𝑥 = 𝑦 𝑥0 +
𝑦′ 𝑥0 
1!
 𝑥 − 𝑥0 +
𝑦′′  𝑥0 
2!
 𝑥 − 𝑥0 
2 + ⋯ + 
+
𝑦 (𝑛 ) 𝑥0 
𝑛 !
 𝑥 − 𝑥0 
𝑛 + ⋯.                                              (7) 
 Точка 1x   не являється особливою для даного рівняння, тому його 
розв’язок можна шукати у вигляді ряду: 
   
 
 
 
 
 
 
2 31 1 1
1 1 2 1 ...
1! 2! 3!
y y y
y x y x x x
  
          
 
 Тоді маємо:
 
 1 2 1 3;y     
22 3y y y    ;   21 2 3 1 3 2 9 11.y         
 Підставивши у формулу, отримуємо
 
     
23 11
1 1 1 ...
1 2
y x x x       − 
розклад розв’язку диференціального рівняння. 
 2.2.3. Ряди Фур’є 
Приклад 1. Розвинути в ряд Фур’є періодичну функцію  f x x  , 
задану на проміжку  ,   з періодом 2 . 
Розв’язування. 
Ряд Фур’є періодичної функції [6]  f x  з періодом 2 , заданої на 
відрізку  ;  , має вигляд 
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    0
1
cos sin
2
n n
n
a
f x a nx b nx


   ,    (8) 
де  
 0
1
a f x dx



 
,  
1
cosna f x nxdx



 
,  
1
sin .nb f x nxdx



 
           (9) 
Знаходимо коефіцієнти ряду Фур’є за формулами (9): 
 0
1 1 1
0 2a x dx dx xdx x
  
  

         
     
, 
 
парна непарна
1 1 1
cos cos cosna x nxdx nxdx x nxdx
  
  
     
      
 
0
0
2 2
2 cos sin sin sin0 0nxdx nx n
n


     
 
, 
 
непарна парна
1 1
sin sin sinnb x nxdx nxdx x nxdx
  
  

     
      
0
, sin
2
sin 1
, cos
u x dv nxdx
x nxdx
du dx v nx
n
  
  
   
 
20 0
0
2 1 1 2 1 1
cos cos cos 0 cos0 sinx nx nxdx n nx
n n n n n

    
             
   
  
 2
2 1 2
cos sin sin0 cosn n n
n n n
 
        
 
 
   
12 2
1 1
n n
n n

      . 
 Отже,  
1
0
2
2 , 0, 1 .
n
n na a b
n

      
Таким чином, за формулою (9) ряд Фур’є для заданої функції має вигляд 
   
 
1
1
1 1
12 2
1 sin 2 sin
2
n
n
n n
f x nx nx
n n

 

 

      , 
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або 
 
1 1
2 sin sin 2 sin3 ...
2 3
f x x x x
 
      
 
. 
Побудуємо графік даної періодичної функції y x  . 
x
y

2

2 3   2 3
2

y x 
O
3
2

 
Рис. 1. Вигляд функції. 
Сума ряду Фур’є (за теоремою Діріхле) в точках неперервності функції 
дорівнює її значенню. Наприклад, в точці 
0 0x   сума ряду  0 0S x     . В 
точці 0
2
x

  сума ряду 
3
2 2 2
S
   
    
 
. 
В точках розриву, наприклад, в точці 
0 ,x    сума ряду 
        
0 0
1 1
lim lim 2 0
2 2x x
S f x f x
 
       . 
Приклад 2. Розвинути в ряд Фур’є періодичну функцію 
2y x , задану на 
відрізку  2, 2  з періодом 4T  . 
 Розв’язування. 
Якщо функція  f x  задана на відрізку  ,l l , де l  – довільне додатне 
число, то ряд Фур’є для такої функції має вигляд 
   0
1
cos sin ,
2
n n
n
a n x n x
f x a b
l l


 
  
  
 (10) 
де  
 0
1
l
l
a f x dx
l

  ;   
1
cos ,
l
n
l
n x
a f x dx
l l


   
1
sin .
l
n
l
n x
b f x dx
l l


    (11) 
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Зауваження. Ряд (8) є частинним випадком ряду (10), а формули (9) є 
частинними випадками формул (11) при l   . 
Збіжність ряду (10) визначається, як і для ряду (8), теоремою Діріхле. Ряд 
(10) збіжний, якщо функція  f x  неперервна на відрізку  ,l l  або має на 
ньому скінченну кількість точок розриву 1-го роду. При цьому сума  S x  в 
точках неперервності дорівнює значенню функції в цих точках. Якщо 
0x  – 
точка розриву 1-го роду, то суму ряду (10) можна знайти за формулою 
      
0 0
0
0 0
1
lim lim
2 x x x x
S x f x f x
   
  . 
 На кінцях відрізка  ,l l  сума ряду (10): 
        
0 0
1
lim lim .
2 x l x l
S l S l f x f x
   
     
За умовою прикладу функція парна, тому 0nb   і треба застосувати 
формули  
  0
1
cos
2
n
n
a n x
f x a dx
l



   при  ,x l l  ,   (12) 
де  
 0
0
2
l
a f x dx
l
  ,    
0
2
cos
l
n
n x
a f x dx
l l

  .   (13) 
 Обчислюємо коефіцієнти за формулами (13) при 2l  . 
22 3
2
0
0 0
2 8
2 3 3
x
a x dx   , 
2
2
2
0
, cos
2 2
cos
22 2
2 , sin
2
n
n x
u x dv dx
n x
a x dx
n x
du xdx v
n

 

  

 

  
2 2
2
0 0
, sin
2 4 2
sin sin
22 2
, cos
2
n x
u x dv dx
n x n x
x x dx
n xn n
du dx v
n

 
 
   
 
  

  
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2 2
0 0 0
8 4 2 2 2
sin 0 cos sin
2 2
x n x n x
n
n n n n n
  
              
 
 
 
2 2 2 2 2 2
16 18 16cos
2cos 0
n
n
n
n n n
 
   
  
. 
Ряд Фур’є заданої функції має вигляд  
 
2 2
1
14 16
cos .
3 2
n
n
n x
f x
n


 
 

  
Приклад 3. Функція  f x x  задана на проміжку  0,  . Розвинути її в 
ряд Фур’є за косинусами. 
Розв’язування. 
Дану функцію потрібно довизначити на відрізку  , 0  так, щоб вона 
була парною. Покладемо y x   при  , 0x  . Вважаємо функцію 
періодичною, 2T   . 
 
x
y


2 3   2 3O
 
Рис. 2. Парне продовження функції. 
 
 Функція неперервна на всій осі. 
 Якщо функція  f x  парна, то в формулах (8) – (9) коефіцієнти 0nb   і 
ряд Фур’є має вигляд   0
1
cos
2
n
n
a
f x a nx


   для  ,x   , де 
  0
0
2
a f x dx


 
,    
0
2
cos .na f x nxdx


 
    (14) 
 Коефіцієнти ряду знаходимо за формулами (14): 
2 2
0
0 0
2 2
2
x
a xdx


     
  
, 
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00 0
0
, cos
2 2 1
cos sin sin1
, sin
n
u x dv nxdx
x
a x nxdx nx nxdx
n ndu dx v nx
n
 
  
 
     
    
 
    
   
 
2 2 20
2
0, 2 ,
2 1 2 2
2 ( 2)cos cos cos0 ( 1) 1
, 2 1.
2 1
n
n k
nx n
n kn n n
k


               
 
 
 Запишемо ряд Фур’є   
  2
1
1
4 cos(2 1)
2 (2 1)k
f x k x
k



  
 
  
або  
  2
2 2cos 2cos3 2cos5
... .
2 1 9 5
x x x
f x
  
      
 
 
Приклад 4. Розвинути в ряд Фур’є періодичну функцію 
 
 
1 при 0, ,
1 при , 0 ,
x
y
x
  
 
  
 задану на проміжку  ,  . 
Розв’язування. 
Задана функція є непарною, тому в формулах (8) – (9) коефіцієнти 0na  , 
0 0a  . Залишаються лише  
0
2
sinnb f x nxdx


 
 при  , .x    
  0
0
0, 2 ,
2 2 2
1 sin cos 1 1 4
, 2 1.
(2 1)
n
n
n k
b nxdx nx
n kn n
k



        
    
 
  
Запишемо ряд Фур’є 
 
 
1
sin 2 14 sin3 sin5 4
sin ...
3 5 2 1k
k xx x
f x x
k


 
     
   
 . 
Приклад 5. Розкласти в ряд Фур’є функцію   2f x x  ,  1, 2x . 
Розв’язування. 
Довизначимо задану функцію.  
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Можна покласти   0f x  , якщо  1, 1x   і    2f x x    для
 2, 1x   . Тоді функція  f x  непарна і коефіцієнти ряду Фур’є 
обчислюються за формулами  
0 0a  , 0na  ,  
0
2
sin
l
n
n x
b f x dx
l l

   при 2l  . 
   
2 1 2
0 0 1
2
sin 0 sin 2 sin
2 2 2 2
n
n x n x n x
b f x dx dx x dx
  
         
  2
1
2, sin
2 22
cos
2 2
, cos
2
n x
u x dv dx
x n x
n x n
du dx v
n

  
 
   
 
  

 
2
2 2
1
2 2 8 6 4
sin cos cos sin sin
2 2 2
n x n n
n n
n n n n n
   
        
      
 
 
1
2 2
8 1 6 4
cos sin
2 2
n
n n
n n n

  
  
  
. 
Ряд Фур’є для заданої функції має вигляд 
 
 
1
2
1
4 12 3 2
cos sin sin
2 2 2
n
n
n n n x
f x
n n n



    
   
   
 . 
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Додаток 1 
 
Елементи лінійної алгебри 
Визначники 
другого порядку  ; 
третього порядку 
 
або  
 
Правила Крамера для системи : 
де 
 
 за умови, що . 
Матричний спосіб (для системи 3-го порядку) 
, або  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
11 12
11 22 12 21
21 22
а а
а а а а
а а
   
11 12 13
21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 12 21 33 11 23 32
31 32 33
а а а
а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а
а а а
       
11 12 13
22 23 21 23 21 22
21 22 23 11 12 13
32 33 31 33 31 32
31 32 33
.
а а а
а а а а а а
а а а а а а
а а а а а а
а а а
    
11 1 12 2 1
21 1 22 2 2
,
,
а x а x b
а x а x b
 

 
1 2
1 2, ,
x x
x x
 
 
  1 2
11 12 1 12 11 1
21 22 2 22 12 2
, , ,х х
а а b а a b
а а b а a b
     
0 
11 1 12 2 13 3 1
21 1 22 2 23 3 3
31 1 32 2 33 3 3
,
,
,
а x а x а x b
а x а x а x b
а x а x а x b
  

  
   
1Х А В
1 11 21 31 1
2 12 22 32 2
3 13 23 33 3
1
.
х А А А b
х А А А b
х А А А b
     
     
           
     
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Додаток 2 
 
Елементи векторної алгебри 
Модуль вектора:   2 2 20 0 0 0 0 0, , , .a x y z a x y z     
Координати вектора       0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 0, , , , , , , , , .AB A x y z B x y z AB x x y y z z     
Умова колінеарності векторів:     0 0 00 0 0 1 1 1
1 1 1
, , , , , , .
x y z
a x y z b x y z
x y z
     
Скалярний добуток : 
 0 1 0 1 0 1
2 2 2 2 2 2
0 0 0 1 1 1
cos .
x x y y z zab
a b x y z x y z
 
  
    
 
Умова перпендикулярності векторів: 0 1 0 1 0 10, 0.ab x x y y z z     
Проекція вектора  на напрям вектора : . 
Векторний добуток:       
0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0
1 1 1
i j k
a b x y z y z y z i x z x z j x y x y k
x y z
        . 
Площа паралелограма, трикутника, побудованих на векторах 
. 
Мішаний добуток:  . 
Об’єм  паралелепіпеда і піраміди: ,
1
6
nap nipV abc V abc  . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 1 0 1 0 1cos , ,ab a b ab x x y y z z    
a b
b
a b
пр a
b


1
, : ,
2
nap mpa b S a b S a b   
0 0 0
1 1 1
2 2 2
x y z
abc x y z
x y z

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Додаток 3 
 
Аналітична геометрія на площині 
Пряма на площині 
Рівняння прямої через точку  до вектора :
.  Загальне рівняння прямої: . Кут   між 
двома прямими, які задані загальними рівняннями  і 
: . 
 Рівняння прямої через точку  паралельно вектору : 
  . 
Рівняння прямої через дві точки    0 0 0 1 1 1,, ,M x M xy y :     
1 1
0 0
0 0
x x y y
x x y y
 

 
 . 
Параметричні рівняння прямої:       
Рівняння прямої через точку з кутовим коефіцієнтом :
. 
Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом : y kx b  . Для прямих 11 bxky  , 
 тангенс кута між ними через їх кутові коефіцієнти обчислюють за 
формулою 
 
Прямі перпендикулярні:          . 
Відстань від точки  до прямої 0Ax By C   :    . 
Криві 2-го порядку 
Рівняння кола з центром в точці  радіуса :    
2 2 2
0 0x x y y R    .  
Рівняння еліпса з центром в точці :  
   
2
2
2 2 2 2
22
0 0
1, 1
x x y yx y
a b a b
 
    . 
Рівняння гіперболи з центром в точці    0 0 00,0 , ,O M x y :  
   
2
2
2 2 2 2
22
0 0
1, 1
x x y yx y
a b a b
 
      . 
Рівняння параболи з вершиною    0 0 00,0 , ,O M x y :  
       
22 22
0 0 0 02 , 2 ; 2 , 2y p x x p y y y p x x x x p y y        . 
 
 
 
 0 0 0,M x y   ,N A B
   0 0 0A x x B y y    0Ax B y C  
1 1 1 0A x B y C  
2 2 2 0A x B y C  
1 2 1 2
2 2 2 2
1 1 2 2
cos
A A B B
A B A B



  
 0 0 0 ,,M x y  ,l m n
0 0x x y y
m n
 

0
0
,
.
x x mt
y y nt
 

 
 0 0 0,M x y k
 0 0y y k x x  
k
22 bxky 
2 1
1 2
tg .
1
k k
k k




121  kk
 0 0,M x y
0 0
2 2
Ax By C
d
A B
 


 0 0 0,M x y R
   0 0 00,0 , ,O M x y
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Додаток 4 
 
 Аналітична геометрія  в просторі 
Пряма в просторі 
Рівняння прямої через точку  паралельно вектору  , ,l m n p :
  
Кут між двома прямими  і :
.  
Умова паралельності двох прямих:
 
,  
умова перпендикулярності:  
Рівняння прямої через дві точки : 
1 1 1
0 0 0
0 0 0
x x y y z z
x x y y z z
  
 
  
 
Параметричні рівняння прямої через точку  паралельно вектору
: . 
Загальні рівняння прямої:   . 
 
Площина в просторі 
Рівняння площини через точку  до вектора  , ,N A B C : 
. 
Рівняння площини у відрізках на осях: . 
Загальне рівняння площини: . 
Рівняння площини через точки   2 2 2 2,,M x zy :   
. 
Кут між площинами:  
Відстань від точки до площини :
. 
 
 
 0 0 0 0, ,,M x y z
0 0 0 .
x x y y z z
m n p
  
 
1 1 1
1 1 1
x x y y z z
m n p
  
  2 2 2
2 2 2
x x y y z z
m n p
  
 
1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2
cos
m m n n p p
m n p m n p

 

    
1 1 2
2 2 2
m n p
m n p
 
1 2 1 2 1 2 0.m m n n p p  
   0 0 0 0 1 1 1 1, , ,, ,M x z M xy y z
 0 0 0 0, ,,M x y z
 , ,l m n p 0 0 0, ,x x mt y y nt z z pt     
1 1 1 1
2 2 2 2
0,
0
A x B y C z D
A x B y C z D
   

   
 0 0 0 0, ,,M x zy 
     0 0 0 0A x x B y y C z z     
1
x y z
a b c
  
0Ax B y C z D   
   0 0 0 0 1 1 1 1, , , ,, ,M x z M x zy y
0 0 0
0 1 0 1 0
2 0 2 0 2 0
1 0
x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z
  
 
   

1 2
1 2
cos ,
N N
N N
  1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2
cos .
A A B B C C
A B C A B C

 

    
 0 0 0 0,,M x zy 0Ax By Cz D   
0 0 0
2 2 2
Ax By Cz D
d
A B C
  

 
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Пряма і площина в просторі 
Кут між прямою  і площиною : 
.  
Умова паралельності прямої і площини: , а умова 
перпендикулярності  
Поверхні 2-го порядку 
Сфера:    ,       еліпсоїд:   . 
Циліндри 2-го порядку: круговий  ; еліптичний ; 
гіперболічний ; параболічний . 
Конус     . 
Гіперболоїди:однопорожнинний , двопорожнинний 
2 2
2 2 2
2
1
x y z
a b c
    . 
Параболоїд: еліптичний        ;        гіперболічний     
2
2 2
2
2
x y
z
a b
  . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0x x y y z z
m n p
  
  0Ax B y C z D   
2 2 2 2 2 2
sin
Am Bn Cp
A B C m n p

 

    
0Am Bn Cp  
.
A B C
m n p
 
2 2 2 2x y z R  
2 2
2 2 2
2
1
x y z
a b c
  
2 2 2x y R 
2
2 2
2
1
x y
a b
 
2
2 2
2
1
x y
a b
 
2 2y p x
2 2
2 2 2
2
0
x y z
a b c
  
2 2
2 2 2
2
1
x y z
a b c
  
2
2 2
2
2
x y
z
a b
 
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Додаток 5 
 
Функція однієї змінної 
 
Дві важливі границі: ;  
Основні еквівалентні величини: 
 ; ;
; ; ;  
Рівняння дотичної і нормалі 
  
 
 0 0 0 0 0
0
1
,y y f x x x y y x x
f x
      

.  
Екстремуми функцій 
Точки, в яких  критичні точки функції. Якщо похідна змінює 
знак з + на - , то точка − точка максимума, якщо  з -  на +,  то точка мінімума. 
 
Значення функцій деяких кутів 
1 2 3 3
sin 0 0, sin , sin , sin , sin 1, sin 0, sin 1 ;
6 2 4 2 3 2 2 2
    
          
 
3
tg0 0, tg , tg 1, tg 3, tg
6 3 4 3 2
   
     не існує; 
не існує,
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
sin
lim 1
x
x
x
  
1
0
1 1
lim 1 lim 1 lim 1 .
x
x x
x x x
x e
x x

  
   
        
   
sin ~ , 0x x x  ln(1 ) ~ , log (1 ) ~ (log ) , 0а аx x х е х х   1~ , 1~ ln , 0;
х хе x a x a х  
arcsin ~ , 0x x x  tg ~ , 0x x x  arctg ~ , 0x x x  (1 ) 1~ , 0.х x х
   
0tg '( ).k f x 
  0of x  
0x
3 2 1 3
cos0 1, cos , cos , cos , cos 0, cos 1, cos 0 ;
6 2 4 2 3 2 2 2
    
        
ctg0 
3
ctg 3 , ctg 1, ctg , c tg 0.
6 4 3 3 2
   
   
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Додаток 6 
 
Табличне диференціювання 
 
I. Таблиця похідних основних функцій 
1.   .1 nn nxx     2.   ).0(
2
1


x
x
x  
3. .cos)(sin xx      4. .sin)(cos xx   
5.( .
cos
1
)tg
2 x
x      6. .
sin
1
)ctg(
2 x
x   
7. ).1(
1
1
)(arcsin
2


 x
x
x  
8. ).1(
1
1
)(arccos
2


 x
x
x  
9. .
1
1
)arctg(
2x
x

    10. .
1
1
)arcctg(
2x
x

  
11. .ln)( aaa xx      12. .)( xx ee   
13. ).0(
1
)(ln  x
x
x  
14. ).0,0(
log
ln
1
)(log  ax
x
e
ax
x a
a
 
15. .ch)sh( xx      16. .sh)ch( xx   
17. .
ch
1
)th(
2 x
x      18. .
sh
1
)cth(
2 x
x   
II. Основні правила обчислення похідної. Якщо С  стала величина і 
)(),( xvxu     диференційовані функції, тоді 
1) ,0)( С      2) ,1)( x  
3) ,)( vuvu     4) ,)( uCCu   
5) ,)( vuvuuv     6) ),0(
2










v
v
uvvu
v
u
 
7) ).0(
2










v
v
vC
v
C
 
III. Правило диференціювання складеної функції. Якщо ),(),( xuufy   
тобто  ,)(xfy   де функції y  і u  мають похідні, тоді 





xux
uyy  
 або в інших позначеннях .
dx
du
du
dy
dx
dy
  
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Додаток 7 
 
Таблиця основних інтегралів 
 
1.  



1,
1
1
nC
n
x
dxx
n
n , 





   C
xx
dx
Cx
x
dx
Cxdx
1
,2,
2
. 
2.   .ln Cx
x
dx
     3.   .
ln
C
a
a
dxa
x
x  
4.   .Cedxe
xx
     5.   .cossin Cxxdx  
6.   .sincos Cxxdx     7.   .coslntg Cxxdx  
8.   .sinlnctg Cxxdx   9. 2 tg .cos
dx
x C
x
   
10. 
2
ctg .
sin
dx
x C
x
       11. ln tg .sin 2
dx x
C
x
   
12. ln tg .
cos 4 2
dx x
C
x
 
   
 
   13. sh ch .xdx x C   
14. ch sh .xdx x C      15. 2 cth .sh
dx
x C
x
    
16. 
2
tg .
ch
dx
x C
x
      17.  

.arcsin
22
C
a
x
xa
dx
 
18.  

.ln 2
2
Caxx
ax
dx
  19. 
2 2
1
arctg .
dx x
C
a aa x
 

  
20.  




.ln
2
1
22
C
ax
ax
aax
dx
   
21.   .arcsin
22
2
2222 C
a
xa
xa
x
dxxa  
22. 
2 2 2ln .
2 2
x a
x a dx x a x x a C        
Формула Ньютона-Лейбніца          .
b
b
a
a
f x dx F x F b F a    
Формула інтегрування частинами у визначеному інтегралі:   .
b b
b
a
a a
u dv uv vdu    
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Додаток 8 
Функція багатьох змінних. Диференціальні рівняння 
Функція багатьох змінних 
x
z
z
x
 

  − похідна за змінною ,x y − стала;   
y
z
z
y
 

 − похідна за змінною ,y x − стала. 
 
2
2xx x x
z
z z
x
  

 −  похідна 2-го порядку за змінною x ;  
 
2
2yy y y
z
z z
y
  

 − похідна 2-го порядку  за змінною y ; 
 
2
xy y x
z
z z
x y
  
 
 − мішана похідна 2-го порядку за змінними ,x y . 
Диференціальні рівняння 
Диференціальні рівняння 1-го порядку: 
З відокремлюваними змінними: 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0M x N y dx M x N y dy  , розв’язок
1 2
2 1
( ) ( )
.
( ) ( )
M x N y
dx dy C
M x N y
    
Лінійне неоднорідне ( ) ( )
dy
P x y Q x
dx
  ; ,y uv y u v uv     метод Бернуллі. 
Диференціальні рівняння 2-го порядку зі сталими коефіцієнтами (однорідні): 
0y py qy    . 
Характеристичне рівняння 
2 0k pk q    та загальний розв’язок рівняння в 
залежності від коренів:  
1) дійсні 1 2 :k k  
1 2
1 2
k x k xy C e C e  ; 
 2) 1,2 :k i   1 2( sin cos )
xy e C x C x    ;  
3) 1 2 :k k k  1 2( )
kxy e C C x  . 
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